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ObjectivosObjectivos dada DisciplinaDisciplina
�� DescreverDescrever, , analisaranalisar, , justificarjustificar e e compararcomparar as as 

caractercaracteríísticassticas dasdas vvááriasrias linguagenslinguagens de de 
programaprogramaççãoão usandousando um um vocabulvocabulááriorio e um e um 
conjuntoconjunto de de conceitosconceitos universaisuniversais;;

�� CaracterizarCaracterizar propriedadespropriedades dos dos programasprogramas (ex: (ex: 
seguranseguranççaa de de tipostipos), ), descreverdescrever e e implementarimplementar
algoritmosalgoritmos de de verificaverificaççãoão dasdas mesmasmesmas..

�� ConceberConceber pequenospequenos interpretadoresinterpretadores / / compiladorescompiladores
parapara linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão;;

�� ConhecerConhecer ambientesambientes de de suportesuporte àà execuexecuççãoão
modernosmodernos (Java, .NET)(Java, .NET)
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““MapaMapa dada EstradaEstrada””
EmEm LP2 LP2 estudaremosestudaremos osos conceitosconceitos fundamentaisfundamentais
dasdas linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão, , abordandoabordando osos
seusseus aspectosaspectos sintsintáácticoscticos e e semânticossemânticos tantotanto do do 
pontoponto de vista dos de vista dos fundamentosfundamentos teteóóricosricos, , comocomo do do 
pontoponto de vista de vista dada suasua implementaimplementaççãoão::
–– ExpressõesExpressões e e valoresvalores
–– LigaLigaççãoão e e mecanismosmecanismos de de nomeanomeaççãoão
–– EstadoEstado
–– AbstracAbstracççãoão funcionalfuncional e e procedimentalprocedimental
–– TiposTipos e e sistemassistemas de de tipostipos
–– AbstracAbstracççãoão de dadosde dados
–– ObjectosObjectos, Classes e , Classes e MMóódulosdulos
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AvaliaAvaliaççãoão
�� TrabalhoTrabalho prprááticotico (0(0……20)20)

–– de de grupogrupo ((atatéé 2 2 elementoselementos))
–– 1 1 trabalhotrabalho (de (de implementaimplementaççãoão, , emem Java)Java)
–– A A componentecomponente prprááticatica vale 20%vale 20%
–– NotasNotas: 0,1,2,3,4,5: 0,1,2,3,4,5
–– FrequênciaFrequência: : NotaNota do do trabalhotrabalho > 0.> 0.

�� ExameExame final (0final (0……20)20)
–– Vale 80% Vale 80% dada notanota finalfinal
–– NotaNota mmíínimanima : 8 (9.5 : 8 (9.5 emem 20)20)
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LinguagemLinguagem de de ProgramaProgramaççãoão
�� LinguagemLinguagem de de programaprogramaççãoão: : linguagemlinguagem parapara

descreverdescrever processosprocessos computacionaiscomputacionais..
�� O O queque sãosão ““processosprocessos computacionaiscomputacionais””??
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LinguagemLinguagem de de ProgramaProgramaççãoão
�� LinguagemLinguagem de de programaprogramaççãoão: : linguagemlinguagem parapara

descreverdescrever processosprocessos computacionaiscomputacionais..
�� O O queque sãosão ““processosprocessos computacionaiscomputacionais””??
�� DuasDuas grandesgrandes categoriascategorias::

ProcessosProcessos ““transformadorestransformadores””, , transformamtransformam umauma entradaentrada
num num sasaíídada (input / output), (input / output), e e terminamterminam ((morremmorrem))

SãoSão osos processosprocessos maismais elementareselementares queque se se podempodem
imaginarimaginar..

computacomputaççãoão2,2 4input output
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LinguagemLinguagem de de ProgramaProgramaççãoão
�� LinguagemLinguagem de de programaprogramaççãoão: : linguagemlinguagem parapara

descreverdescrever processosprocessos computacionaiscomputacionais..
�� O O queque sãosão ““processosprocessos computacionaiscomputacionais””??
�� DuasDuas grandesgrandes categoriascategorias::

ProcessosProcessos ““interactivosinteractivos””

InteragemInteragem com o com o ambienteambiente, , mudandomudando de de estadoestado emem
consequênciaconsequência. . PodemPodem nuncanunca terminarterminar (ex: (ex: webserverwebserver).).

0
push(0)

1,0
push(1) pop()

pop()
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LinguagemLinguagem de de ProgramaProgramaççãoão
�� LinguagemLinguagem de de programaprogramaççãoão: : linguagemlinguagem parapara

descreverdescrever processosprocessos computacionaiscomputacionais..
�� O O queque sãosão ““processosprocessos computacionaiscomputacionais””??
�� VamosVamos focarfocar apenasapenas processosprocessos transformadorestransformadores..

ProcessosProcessos ““transformadorestransformadores””, , transformamtransformam umauma entradaentrada
num num sasaíídada (input / output), (input / output), e e terminamterminam ((morremmorrem))

SãoSão osos processosprocessos maismais simplessimples queque se se podempodem imaginarimaginar..

�� AparentementeAparentemente sãosão apenasapenas funfunççõesões, no , no sentidosentido
usual usual matemmatemááticotico do do termotermo..

computacomputaççãoão2,2 4input output
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O O queque éé um um ““processoprocesso computacionalcomputacional””??

�� O O resultadoresultado de de umauma computacomputaççãoão podepode ser ser 
indefinidoindefinido porpor doisdois motivosmotivos::
OperaOperaççãoão nãonão definidadefinida (ex: (ex: divisãodivisão porpor zero)zero)
–– A A expressãoexpressão ““3/03/0”” nãonão ((mesmomesmo!) tem valor!) tem valor
–– A A implementaimplementaççãoão podepode decidirdecidir abortarabortar a a execuexecuççãoão

NãoNão--TerminaTerminaççãoão
–– f(xf(x) ) @@ if x=0 then 1 else f(xif x=0 then 1 else f(x--2)2)
–– f f éé umauma funfunççãoão parcialparcial : : nãonão estestáá definidadefinida emem todostodos osos argumentosargumentos
–– A A terminaterminaççãoão nãonão podepode ser ser detectadadetectada emem tempo de tempo de compilacompilaççãoão

((umauma instânciainstância do do chamadochamado ““halting problemhalting problem””))

�� EstasEstas duasduas situasituaççõesões sãosão
–– ““MatematicamenteMatematicamente”” equivalentesequivalentes, , masmas
–– OperacionalmenteOperacionalmente diferentesdiferentes
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FunFunççõesões ParciaisParciais vs. vs. TotaisTotais

FunFunççãoão total: total: f(xf(x) ) éé definidodefinido parapara todotodo o valor x.o valor x.
FunFunççãoão parcialparcial: : g(xg(x) ) éé indefinidoindefinido parapara algunsalguns valoresvalores x.x.

((imagensimagens retiradasretiradas de [J.Mitchell,2002 ])de [J.Mitchell,2002 ])

g(x)

f(x)
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FunFunççõesões comocomo ““grgrááficosficos””

GrGrááfico de f  = { <x,y>  | y = f(x) }fico de f  = { <x,y>  | y = f(x) }
GrGrááfico de g = { <x,y>  | y = g(x) }fico de g = { <x,y>  | y = g(x) }
Uma funUma funçção ão éé um conjunto de pares ordenados (um conjunto de pares ordenados (grgrááfico da funfico da funççãoão))

g(x)

f(x)
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FunFunççõesões ParciaisParciais vsvs TotaisTotais
�� UmaUma funfunççãoão totaltotal f:Af:A→→BB éé um um subconjuntosubconjunto f f ⊆⊆ AA××B B tqtq..

–– Para Para todotodo xx∈∈AA, , existeexiste yy∈∈BB taltal queque 〈〈x,yx,y〉〉 ∈∈ ff
((totalidadetotalidade))

–– Se Se 〈〈x,yx,y〉〉 ∈∈ f e f e 〈〈x,zx,z〉〉 ∈∈ f f entãoentão y=zy=z
((unicidadeunicidade))

�� UmaUma funfunççãoão parcialparcial f:Af:A→→BB éé um um subconjuntosubconjunto f f ⊆⊆ AA××B B tqtq..
–– Se Se 〈〈x,yx,y〉〉 ∈∈ f e f e 〈〈x,zx,z〉〉 ∈∈ f f entãoentão y=zy=z

((unicidadeunicidade))
�� Os Os programasprogramas definemdefinem funfunççõesões parciaisparciais porpor duasduas razõesrazões

–– ExistemExistem operaoperaççõesões parciaisparciais ((comocomo a a divisãodivisão, , 
desempilhardesempilhar pilhapilha vaziavazia))

–– NãoNão--terminaterminaççãoão
f(xf(x) = if x=0 then 1 else f(x) = if x=0 then 1 else f(x--2)2)
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ComputabilidadeComputabilidade
�� DefiniDefiniçção:ão:

Uma funUma funçção f dizão f diz--se se computcomputáávelvel
se existe um programa P que calcula f.se existe um programa P que calcula f.

Ou seja,Ou seja,
Para todo o Para todo o inputinput x, se x, se f(x)f(x) estestáá definido, entãodefinido, então
a execua execuçção de ão de P(x)P(x) terminatermina e e fornecefornece o o outputoutput f(x)f(x)

�� Terminologia:Terminologia:
““FunFunçções recursivas parciaisões recursivas parciais”” = = 

funfunçções parciais computões parciais computááveisveis
�� Questão: Questão: SerSeráá que todas as funque todas as funçções parciais são ões parciais são 

computcomputááveis?veis? Por outras palavras: serPor outras palavras: seráá que que éé posspossíível vel 
programar toda e qualquer funprogramar toda e qualquer funçção parcial que exista?ão parcial que exista?
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A A FunFunççãoão HaltHalt
�� Decide se um Decide se um programaprograma terminatermina, dado um input., dado um input.

Dado um Dado um programaprograma P e um P e um inputinput xx,   ,   

HaltHalt(P(P, , xx) ) @@ true    se P(xx) termina
false    caso contrário
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A A FunFunççãoão HaltHalt
�� Decide se um Decide se um programaprograma terminatermina, dado um input., dado um input.

Dado um Dado um programaprograma P e um P e um inputinput xx,   ,   

HaltHalt(P(P, , xx) ) @@

A A funfunççãoão HaltHalt aceitaaceita um um programaprograma P P comocomo input. input. 
NãoNão se se baralhebaralhe com com istoisto, , existemexistem muitasmuitas funfunççõesões
queque aceitamaceitam programasprogramas comocomo input (input (porpor exemploexemplo, a , a 
funfunççãoão computadacomputada pelopelo comandocomando javacjavac).).

true    se P(xx) termina
false    caso contrário
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A A FunFunççãoão HaltHalt
�� Decide se um Decide se um programaprograma terminatermina dado um inputdado um input

Dado um Dado um programaprograma P e um P e um inputinput xx,   ,   

HaltHalt(P(P, , xx) ) @@

TeoremaTeorema (Turing, 1931):(Turing, 1931):
NãoNão existeexiste um um programaprograma parapara HaltHalt
((NemNem Deus Deus podepode implementarimplementar Halt)Halt)

true    se P(xx) termina
false    caso contrário
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Alan Turing Alan Turing (1912(1912--1954)1954)
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IndecidibilidadeIndecidibilidade de de HaltHalt
1.1. AssumaAssuma queque P P implementaimplementa ((umauma variantevariante) ) HaltHalt

Dado input Q,  Dado input Q,  sejaseja
P(Q) P(Q) @@

2.2. DefinaDefina um um programaprograma D D assimassim

D(Q) D(Q) @@

true    se Q(Q) termina
false    caso contrário

if P(Q) then while( true ){}
else stop
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IndecidibilidadeIndecidibilidade de de HaltHalt
1.1. AssumaAssuma queque P P implementaimplementa ((umauma variantevariante) ) HaltHalt

Dado input Q,  Dado input Q,  sejaseja
P(Q) P(Q) @@

2.2. DefinaDefina um um programaprograma D D assimassim

D(Q) D(Q) @@

QueQue podepode D(D) D(D) fazerfazer ? ? 
Se D(D) Se D(D) terminatermina, , entãoentão D(D) D(D) nãonão terminatermina..
Se D(D) Se D(D) nãonão terminatermina, , entãoentão D(D) D(D) terminatermina..
CONTRADICONTRADIÇÇÃOÃO!! OndeOnde estestáá o o erroerro? ? 

true    se Q(Q) termina
false    caso contrário

while(true){}      se Q(Q) termina
stop se Q(Q) não termina
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IdeiasIdeias a a reterreter!!
�� AlgumasAlgumas funfunççõesões parciaisparciais sãosão computcomputááveisveis, , 

outrasoutras nãonão ……
–– Halting problemHalting problem (e (e outrosoutros))

�� ImpactoImpacto nana implementaimplementaççãoão de de linguagenslinguagens
–– ÉÉ posspossíívelvel detectardetectar e e assinalarassinalar um um erroerro no no casocaso de de 

umauma operaoperaççãoão estarestar indefinidaindefinida ((pilhapilha vaziavazia, overflow, , overflow, 
divisãodivisão porpor zero)zero)

–– NemNem sempresempre éé posspossíívelvel determinardeterminar se um se um programaprograma
vaivai terminarterminar ouou nãonão, se , se vaivai executarexecutar umauma operaoperaççãoão
indefinidaindefinida, , qualqual a a memmemóóriaria queque um um programaprograma vaivai
necessitarnecessitar, etc, etc, etc , etc, etc, etc ……

�� MasMas, , éé posspossíívelvel aproximaraproximar algumasalgumas destasdestas
ananááliseslises (ex: (ex: usandousando sistemassistemas de de tipostipos).).
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IdeiasIdeias a a reterreter!!
�� ProcessoProcesso computacionalcomputacional ==

FunFunççãoão parcialparcial calculcalculáávelvel porpor
–– MMááquinaquina de Turingde Turing
–– CCáálculolculo Lambda [Church]Lambda [Church]
–– SistemasSistemas de de equaequaççõesões recursivasrecursivas [[GodelGodel]]
–– …… todostodos estesestes modelosmodelos sãosão equivalentesequivalentes!!

�� TerminologiaTerminologia::
UmaUma linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão dizdiz--sese
TuringTuring--completacompleta
se se permitepermite programarprogramar todastodas as as funfunççõesões
efectivamenteefectivamente computcomputááveisveis..
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MMááquinasquinas VirtuaisVirtuais
((software processorssoftware processors))

�� MMááquinaquina de Turing (Turing, 1931)de Turing (Turing, 1931)
–– A A primeiraprimeira ……

�� SECD (SECD (LandinLandin, 1962), 1962)
–– Stack, Environment, Code, DumpStack, Environment, Code, Dump

�� PP--Machine (Wirth 1972)Machine (Wirth 1972)
–– MMááquinaquina de de PilhaPilha, Pascal p, Pascal p--code compilercode compiler

�� JVM (Sun, 1995)JVM (Sun, 1995)
–– MultiMulti--threaded, threaded, tipificadatipificada, , dedicadadedicada àà linguagemlinguagem JavaJava

�� CLR (Microsoft, 2000)CLR (Microsoft, 2000)
–– MultiMulti--threaded, threaded, tipificadatipificada, Multi , Multi linguagemlinguagem
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MMááquinaquina de Turingde Turing

MemMemóóriaria: (: (fitafita))

EstadoEstado::
(program counter)(program counter)
(memory pointer)(memory pointer)

ProgramaPrograma::
((autautóómatomato))
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Java Virtual MachineJava Virtual Machine

Loader

Verifier

Linker

Bytecode Interpreter

Java Virtual Machine

method 
area heap Java 

stacks
PC 

registers

native 
method 
stacks

// Bytecode stream: 03 3b 84
// 00 01 1a 05 68 3b a7 ff f9
// Disassembly:
iconst_0 // 03
istore_0 // 3b
iinc 0, 1 // 84 00 01
iload_0 // 1a
iconst_2 // 05
imul // 68
istore_0 // 3b
goto -7 // a7 ff f9
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IdeiasIdeias a a reterreter!!
UmaUma linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão dizdiz--sese

TuringTuring--completacompleta
se se permitepermite programarprogramar todastodas as as funfunççõesões parciaisparciais
computcomputááveisveis..

Questão: Questão: SerSeráá que todas as funque todas as funçções parciais são ões parciais são 
computcomputááveis?veis? Por outras palavras: serPor outras palavras: seráá que que éé posspossíível vel 
programar toda e qualquer funprogramar toda e qualquer funçção parcial que exista?ão parcial que exista?

““Some believe that we lackSome believe that we lacked the programming language ed the programming language 
to describe your perfect woto describe your perfect world rld ……””

Agent SmithAgent Smith
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LinguagemLinguagem de de ProgramaProgramaççãoão
�� LinguagemLinguagem de de programaprogramaççãoão: : linguagenslinguagens parapara

descreverdescrever processosprocessos computacionaiscomputacionais
�� O O queque sãosão ““processosprocessos computacionaiscomputacionais””??
�� LinguagemLinguagem = = SintaxeSintaxe + + SemânticaSemântica
�� QualquerQualquer linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão decentedecente tem tem 

umauma sintaxesintaxe e e umauma semânticasemântica precisasprecisas, , nãonão
ambambííguasguas, e , e descritasdescritas formalmenteformalmente

�� ExemploExemplo, , dada linguagemlinguagem C: C: 

QueQue significasignifica a a frasefrase ““f(2)+g(3)f(2)+g(3)””??
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QualQual o valor o valor dada expressãoexpressão ??
intint a = 0;a = 0;

intint f(intf(int x) {x) {
a = a + 1;a = a + 1;
return x;return x;

}}
intint g(intg(int y) {y) {

return return y+ay+a
}}

““f(2)+g(3)f(2)+g(3)””
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SintaxeSintaxe e e SemânticaSemântica (1)(1)
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SintaxeSintaxe
�� A A sintaxesintaxe caracterizacaracteriza a a formaforma comocomo se se escrevemescrevem

osos programasprogramas dada linguagemlinguagem, , semsem atenderatender aoao seuseu
significadosignificado..

�� ExemploExemplo de de observaobservaççãoão sobresobre ““sintaxesintaxe””
““EnquantoEnquanto nana linguagemlinguagem C C osos blocosblocos sãosão
delimitadosdelimitados porpor chavetaschavetas { e },{ e }, nana linguagemlinguagem Pascal Pascal 
usamusam--se se osos delimitadoresdelimitadores beginbegin endend””

�� A A sintaxesintaxe concretaconcreta de de umauma linguagemlinguagem de de 
programaprogramaççãoão podepode ser ser descritadescrita precisaprecisa e e 
formalmenteformalmente usandousando gramgramááticasticas (LFA)(LFA)
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SemânticaSemântica
�� A A semânticasemântica descrevedescreve o o significadosignificado dasdas frasesfrases

sintacticamentesintacticamente vváálidaslidas de de umauma linguagemlinguagem
�� ExemplosExemplos de de observaobservaççõesões sobresobre ““semânticasemântica””::

““EmEm C, um vector C, um vector éé modeladomodelado porpor um um apontadorapontador, , 
masmas emem Pascal um vector Pascal um vector éé um valor um valor primitivoprimitivo””
““A A linguagemlinguagem ML (ML (OCamlOCaml) ) éé umauma linguagemlinguagem
imperativaimperativa, , masmas centradacentrada no no usouso de de funfunççõesões””
““Na Na linguagemlinguagem Java Java osos argumentosargumentos sãosão sempresempre
passadospassados porpor valor, valor, masmas emem Pascal Pascal tambtambéémm
podempodem ser ser passadospassados porpor referênciareferência””
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SemânticaSemântica
�� A A semânticasemântica de de umauma linguagemlinguagem podepode ser ser 

caracterizadacaracterizada porpor umauma funfunççãoão computcomputáávelvel II queque
atribuiatribui um um significadosignificado a a cadacada programaprograma ((ouou
fragmentofragmento de de programaprograma))

II : PROG : PROG →→ DENOTDENOT

PROG   = PROG   = conjuntoconjunto dos dos programasprogramas
DENOT = DENOT = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados ((denotadenotaççõesões))
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SemânticaSemântica
�� A A funfunççãoão semânticasemântica II podepode ser vista ser vista comocomo um um 

algoritmoalgoritmo queque ““sabesabe comocomo interpretarinterpretar”” todostodos osos
programasprogramas ((sintacticamentesintacticamente correctoscorrectos) de ) de umauma
linguagemlinguagem, , determinandodeterminando o o seuseu valor valor ouou efeitoefeito

II : PROG : PROG →→ DENOTDENOT

PROG   = PROG   = conjuntoconjunto dos dos programasprogramas
DENOT = DENOT = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados ((denotadenotaççõesões))
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SemânticaSemântica
�� QuemQuem consegueconsegue especificarespecificar (e (e implementarimplementar) a ) a 

funfunççãoão semânticasemântica II parapara umauma linguagemlinguagem éé
obrigadoobrigado a a compreendercompreender detalhadamentedetalhadamente o o 
funcionamentofuncionamento de de todostodos osos mecanismosmecanismos usadosusados
nana linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão emem causacausa

�� ÉÉ tambtambéémm conduzidoconduzido naturalmentenaturalmente a a reflectirreflectir sobresobre
as as razõesrazões queque levamlevam a a queque as as linguagenslinguagens sejamsejam
comocomo sãosão, e a , e a imaginarimaginar alternativasalternativas ……

�� A A suasua maturidadematuridade aumentaraumentaráá muitomuito: : passarpassaráá de um de um 
meromero ““utilizadorutilizador de de linguagenslinguagens””, , parapara um um ““insiderinsider””
informadoinformado, a par , a par daquelesdaqueles queque as as conceberamconceberam

LP2 2005/06 34© Luis Caires

SintaxeSintaxe e e SemânticaSemântica (1)(1)
�� ConceitoConceito chavechave: : definidefiniççãoão dada semânticasemântica de de umauma

linguagemlinguagem porpor induinduççãoão nana estruturaestrutura sintsintááticatica
�� ConceitoConceito chavechave: : definidefiniççãoão dada semânticasemântica de de umauma

linguagemlinguagem porpor meiomeio de um de um algoritmoalgoritmo interpretadorinterpretador

�� Como Como definirdefinir a a sintaxesintaxe de de umauma linguagemlinguagem de de 
programaprogramaççãoão comocomo um um tipotipo de dados ?de dados ?

�� Como Como definirdefinir a a semânticasemântica de de umauma linguagemlinguagem de de 
programaprogramaççãoão comocomo um um algoritmoalgoritmo interpretadorinterpretador ??
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TiposTipos de Dadosde Dados
�� Um Um tipotipo de dadosde dados podepode ser ser representadorepresentado comocomo

um um conjuntoconjunto de de valoresvalores deciddecidíívelvel..
�� TalTal conjuntoconjunto de de valoresvalores podepode ser ser infinitoinfinito, , masmas cadacada

valor valor éé ““finitofinito””..
�� ExemplosExemplos::

–– BooleanosBooleanos (true / false)(true / false)
–– NNúúmerosmeros inteirosinteiros ( ( ……, , --2, 2, --1, 0, 1, 2, 1, 0, 1, 2, …… ))
–– ListasListas
–– ÁÁrvoresrvores binbinááriasrias
–– etc ...etc ...
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DefiniDefiniççãoão de de tipostipos de dadosde dados
�� QuandoQuando o o conjuntoconjunto de de valoresvalores posspossííveisveis éé finitofinito, , 

podemospodemos definirdefinir osos valoresvalores do do tipotipo porpor enumeraenumeraççãoão ::
–– Boolean Boolean @@ { true, false }{ true, false }
–– BasicColorBasicColor @@ { red, green, blue }{ red, green, blue }

�� Como Como definirdefinir o o conjuntoconjunto dos dos valoresvalores de um de um tipotipo
quandoquando o o nnúúmeromero de de valoresvalores posspossíívelvel éé infinitoinfinito ??
–– NaturalNumberNaturalNumber @ @ ??
–– List List @@ ??
–– Tree Tree @@ ??
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LP2 2005/06 37© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de dadosde dados
�� O O mecanismomecanismo de de definidefiniççãoão ““universalmenteuniversalmente”” usadousado

emem informinformááticatica éé a a definidefiniççãoão indutivaindutiva..
�� TipoTipo NaturalNumberNaturalNumber ::

1. 1. 00 éé um um nnúúmeromero natural (natural (casocaso base)base)
2. se 2. se nn éé um um nnúúmeromero natural, natural, entãoentão succsucc((nn) ) éé
tambtambéémm um um nnúúmeromero naturalnatural
3. 3. nãonão existemexistem maismais nnúúmerosmeros naturaisnaturais, , exceptoexcepto osos
construconstruíídosdos de de acordoacordo com as com as regrasregras 1 e 2 1 e 2 acimaacima..

LP2 2005/06 38© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de dadosde dados
�� O O mecanismomecanismo de de definidefiniççãoão ““universalmenteuniversalmente”” usadousado

emem informinformááticatica éé a a definidefiniççãoão indutivaindutiva..
�� TipoTipo ListList (de (de elementoselementos de de tipotipo T):T):

1. 1. nilnil éé umauma listalista (a (a listalista vaziavazia))
2. se 2. se xx éé um valor de um valor de tipotipo T e T e LL éé umauma listalista, , entãoentão
conscons((xx, , LL) ) éé tambtambéémm umauma listalista
3. 3. nãonão existemexistem maismais listaslistas, , exceptoexcepto as as construconstruíídasdas
de de acordoacordo com as com as regrasregras 1 e 2 1 e 2 acimaacima..

LP2 2005/06 39© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de dadosde dados
�� TodasTodas as as definidefiniççõesões indutivasindutivas de de tipostipos de dados de dados 

obedecemobedecem aoao mesmomesmo padrãopadrão: : 
�� TipoTipo LabeledTreeLabeledTree (de (de valoresvalores de de tipotipo T)T)

1. 1. emptyempty éé umauma áárvorervore (a (a áárvorervore vaziavazia))
2. se 2. se xx éé um valor de um valor de tipotipo T, e T, e TT11 ee TT22 sãosão áárvoresrvores, , 
entãoentão nodenode((TT11,,xx, , TT22)) tambtambéémm éé umauma áárvorervore, com , com 
raizraiz etiquetadaetiquetada porpor xx, , cujacuja subsubáárvorervore esquerdaesquerda éé TT11
e e cujacuja subsubáárvorervore direitadireita éé TT22..
3. 3. NãoNão existemexistem maismais …… 1. e 2.1. e 2.

LP2 2005/06 40© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de dadosde dados
�� TodasTodas as as definidefiniççõesões indutivasindutivas de de tipostipos de dados de dados 

obedecemobedecem aoao mesmomesmo padrãopadrão: : 
�� TipoTipo StackStack (de (de valoresvalores de de tipotipo T)T)

1. 1. emptyempty éé umauma pilhapilha (a (a pilhapilha vaziavazia))
2. se 2. se xx éé um valor de um valor de tipotipo T, e T, e SS éé umauma pilhapilha, , entãoentão
pushpush((xx,,SS)) tambtambéémm éé umauma pilhapilha, , cujocujo topotopo contcontéémm o o 
valor valor xx, , porpor trtrááss do do qualqual estestáá a a pilhapilha SS..
3. 3. NãoNão existemexistem maismais …… 1. e 2.1. e 2.

LP2 2005/06 41© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de dadosde dados
�� Os Os ingredientesingredientes dada definidefiniççãoão indutivaindutiva de um de um tipotipo de de 

dados dados sãosão::
1. o 1. o nomenome do do tipotipo TT
2. um 2. um conjuntoconjunto de de construtoresconstrutores

�� Um Um construtorconstrutor éé umauma funfunççãoão queque permitepermite construirconstruir
novosnovos valoresvalores do do tipotipo T, a T, a partirpartir de de valoresvalores jjáá
construconstruíídosdos do do mesmomesmo tipotipo ouou de de outrosoutros tipostipos..

�� CadaCada construtorconstrutor tem tem umauma assinaturaassinatura, , queque indicaindica
osos tipostipos dos dos seusseus argumentosargumentos..

�� O O tipotipo do do resultadoresultado de de cadacada construtorconstrutor do do tipotipo T T éé TT

LP2 2005/06 42© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de dadosde dados
�� ElementosElementos dada definidefiniççãoão indutivaindutiva do do tipotipo listalista de de 

valoresvalores de de tipotipo integerinteger

�� o o nomenome do do tipotipo: : ListintListint
�� um um conjuntoconjunto de de construtoresconstrutores: : nilnil, , conscons

nilnil: : →→ ListintListint
conscons: : IntegerInteger ×× ListintListint →→ ListintListint
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LP2 2005/06 43© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de dadosde dados
�� ElementosElementos dada definidefiniççãoão indutivaindutiva do do tipotipo áárvorervore

etiquetadaetiquetada de de valoresvalores de de tipotipo integerinteger

�� o o nomenome do do tipotipo: : TreeintTreeint
�� um um conjuntoconjunto de de construtoresconstrutores: : emptyempty, , nodenode

emptyempty: : →→ TreeIntTreeInt
nodenode: : TreeIntTreeInt ×× IntegerInteger ×× TreeIntTreeInt →→ TreeIntTreeInt

LP2 2005/06 44© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de de 
algoritmosalgoritmos

�� ÉÉ ffáácilcil definirdefinir algoritmosalgoritmos operandooperando sobresobre tipostipos de de 
dados de dados de tipotipo indutivoindutivo, , porpor ananááliselise de de casoscasos no no 
construtoresconstrutores..

�� Dado um valor Dado um valor vv qualquerqualquer de um de um tipotipo T, o T, o algoritmoalgoritmo
–– verificaverifica qualqual éé o o úúltimoltimo construtorconstrutor aplicadoaplicado nana construconstruççãoão

de de vv ((porpor exemploexemplo, , vv éé cons(3, cons(2,nil)));cons(3, cons(2,nil)));
–– extraiextrai osos componentescomponentes aosaos quaisquais o o construtorconstrutor foifoi aplicadoaplicado

((nesteneste casocaso, o , o inteirointeiro 3 e a 3 e a listalista cons(2,nil));cons(2,nil));
–– aplicaaplica--se se recursivamenterecursivamente aosaos componentescomponentes de de tipotipo T. T. 

AssimAssim, , obtêmobtêm--se se osos resultadosresultados interminterméédiosdios queque permitempermitem
produzirproduzir o o resultadoresultado final.final.

LP2 2005/06 45© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de de 
algoritmosalgoritmos

�� TipoTipo ListintListint
�� ConstrutoresConstrutores: : nilnil, , conscons

�� AlgoritmoAlgoritmo length(Llength(L) ) parapara calcularcalcular o o comprimentocomprimento de de 
umauma listalista qualquerqualquer L:L:

se L se L éé dada forma forma nilnil
length(Llength(L) ) @@ 00

se L se L éé dada forma forma cons(x,Lcons(x,L’’))
length(Llength(L) ) @@ 1+length(L1+length(L’’))

LP2 2005/06 46© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de de 
algoritmosalgoritmos

�� TipoTipo ListintListint
�� ConstrutoresConstrutores: : nilnil, , conscons

�� AlgoritmoAlgoritmo sum(Lsum(L) ) parapara calcularcalcular a soma dos a soma dos valoresvalores
numanuma listalista qualquerqualquer L:L:

se L se L éé dada forma forma nilnil
sum(Lsum(L) ) @@ 00

se L se L éé dada forma forma cons(x,Lcons(x,L’’))
sum(Lsum(L) ) @@ x+sum(Lx+sum(L’’))

LP2 2005/06 47© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de de 
algoritmosalgoritmos

�� TipoTipo TreeIntTreeInt
�� ConstrutoresConstrutores: : emptyempty, , nodenode

�� AlgoritmoAlgoritmo numnodes(Tnumnodes(T) ) parapara calcularcalcular o o nnúúmeromero de de 
nnóóss numanuma áárvorervore qualquerqualquer T:T:

se T se T éé dada forma forma emptyempty
numnodes(Lnumnodes(L) ) @@ 00

se L se L éé dada forma forma node(Lnode(L’’,x,L,x,L’’’’))
numnodes(Lnumnodes(L) ) @@ 1+numnodes(L1+numnodes(L’’)+numnodes(L)+numnodes(L’’’’))

LP2 2005/06 48© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de de 
algoritmosalgoritmos

�� TipoTipo TreeIntTreeInt
�� ConstrutoresConstrutores: : emptyempty, , nodenode

�� AlgoritmoAlgoritmo depth(Tdepth(T) ) parapara calcularcalcular a a alturaaltura de de umauma
áárvorervore qualquerqualquer T:T:

se T se T éé dada forma forma emptyempty
depth(Tdepth(T) ) @@ 00

se T se T éé dada forma forma node(Lnode(L’’,x,L,x,L’’’’))
depth(Tdepth(T) ) @@ 1+max(depth(L1+max(depth(L’’), ), depth(Ldepth(L’’’’))))
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LP2 2005/06 49© Luis Caires

DefiniDefiniççãoão indutivaindutiva de de 
programasprogramas

�� O O conjuntoconjunto de de todostodos osos programasprogramas de de umauma
linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão podepode ser ser vistovisto comocomo
um um tipotipo de dadosde dados

�� ÉÉ ffáácilcil definirdefinir indutivamenteindutivamente o o conjuntoconjunto de de todostodos
osos programasprogramas de de umauma linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão

�� A A definidefiniççãoão indutivaindutiva de de linguagenslinguagens melhoroumelhorou o o 
desenhodesenho dasdas mesmasmesmas (Fortran/spaghetti code vs. (Fortran/spaghetti code vs. 
Pascal/Pascal/estruturaestrutura emem blocosblocos))

�� DiscussãoDiscussão: : definidefiniççãoão indutivaindutiva de de algoritmosalgoritmos versusversus
definidefiniççãoão indutivaindutiva de de programasprogramas (a (a queque se se referemreferem
as as duasduas ocorrênciasocorrências do do adjectivoadjectivo ““indutivoindutivo””?)?)

LP2 2005/06 50© Luis Caires

EstruturaEstruturaççãoão hierhieráárquicarquica

10 for i=1 to 10 do10 for i=1 to 10 do
20 if I<10 20 if I<10 gotogoto 4040
40 for j=I to 20 do40 for j=I to 20 do
30 next I30 next I
40 next J40 next J

for i=1 to 10 do for i=1 to 10 do 
beginbegin

if i<10 thenif i<10 then
beginbegin

end end 
end;end;

LP2 2005/06 51© Luis Caires

ExemploExemplo: A : A LinguagemLinguagem CALCCALC
�� UmaUma linguagemlinguagem simples de simples de expressõesexpressões aritmaritmééticasticas
�� CadaCada programaprograma dada linguagemlinguagem CALC CALC éé umauma

expressãoexpressão algalgéébricabrica construconstruíídada com base com base emem
numeraisnumerais inteirosinteiros, , nosnos quatroquatro operadoresoperadores
aritmaritmééticosticos bbáásicossicos (+, (+, --, , ××, , ÷÷ ) e ) e nosnos parêntesisparêntesis..

�� ExemplosExemplos::
(21+32) * 42(21+32) * 42
2 / (72 / (7--2)2)

�� A A semânticasemântica pretendidapretendida parapara a a linguagemlinguagem CALC CALC éé
a a esperadaesperada: a : a denotadenotaççãoão de de cadacada expressãoexpressão de de 
CALC CALC éé o o seuseu resultadoresultado..

LP2 2005/06 52© Luis Caires

SemânticaSemântica de CALCde CALC
�� EmEm geralgeral, a , a semânticasemântica de de umauma linguagemlinguagem podepode ser ser 

caracterizadacaracterizada porpor umauma funfunççãoão II queque atribuiatribui um um 
significadosignificado ((ouou denotadenotaççãoão) a ) a cadacada programaprograma ((ouou
fragmentofragmento) ) sintacticamentesintacticamente correctocorrecto..

�� No No casocaso dada linguagemlinguagem CALC:CALC:

II : CALC : CALC →→ integerinteger

CALC    CALC    = = conjuntoconjunto dos dos programasprogramas vváálidoslidos
integerinteger = = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados ((denotadenotaççõesões))

�� Como Como representarrepresentar a a linguagemlinguagem CALC?CALC?

LP2 2005/06 53© Luis Caires

A A LinguagemLinguagem CALCCALC
((comocomo tipotipo indutivoindutivo))

�� TipoTipo de dados: CALCde dados: CALC
�� construtoresconstrutores: : numnum, , addadd, , mulmul, , divdiv, , subsub

numnum: : integerinteger →→ CALCCALC
addadd: : CALC CALC ×× CALC CALC →→ CALCCALC
mulmul: : CALC CALC ×× CALC CALC →→ CALCCALC
divdiv: : CALC CALC ×× CALC CALC →→ CALCCALC
subsub: : CALC CALC ×× CALC CALC →→ CALCCALC

LP2 2005/06 54© Luis Caires

ExemploExemplo: A : A LinguagemLinguagem CALCCALC
�� CadaCada valor do valor do tipotipo indutivoindutivo CALC CALC representarepresenta umauma

dada dada expressãoexpressão dada linguagemlinguagem CALCCALC
�� O O tipotipo indutivoindutivo CALC define a CALC define a sintaxesintaxe abstractaabstracta dada

linguagemlinguagem CALCCALC
�� A A sintaxesintaxe concretaconcreta de de umauma linguagemlinguagem::

CaracterizaCaracteriza a forma a forma comocomo as as suassuas expressõesexpressões e e 
programasprogramas sãosão efectivamenteefectivamente escritosescritos emem termostermos de de 
sequênciassequências de de caracterescaracteres, , formataformataççãoão, etc , etc ……

�� A A sintaxesintaxe abstractaabstracta de de umauma linguagemlinguagem::
CaracterizaCaracteriza a a estruturaestrutura dasdas suassuas expressõesexpressões e e 
programasprogramas, , apresentandoapresentando essaessa estruturaestrutura emem termostermos de de 
construtoresconstrutores abstractosabstractos. . 
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LP2 2005/06 55© Luis Caires

SintaxeSintaxe abstractaabstracta / / SintaxeSintaxe concretaconcreta

�� ConstantesConstantes inteirasinteiras
–– emem decimal: 12decimal: 12
–– emem hexadecimal: 0Cx0hexadecimal: 0Cx0
–– sintaxesintaxe abstractaabstracta: : numnum(12)(12)

�� VariVariááveisveis
–– emem Pascal: APascal: A
–– emem bash: %Abash: %A
–– sintaxesintaxe abstractaabstracta: : varvar((““AA””))

�� AfectaAfectaççãoão
–– emem C:   x = 2C:   x = 2
–– emem Pascal: x := 2Pascal: x := 2
–– sintaxesintaxe abstractaabstracta: : assignassign((varvar((““xx””),),numnum(2))(2))

LP2 2005/06 56© Luis Caires

SintaxeSintaxe abstractaabstracta / / SintaxeSintaxe concretaconcreta

�� ExpressõesExpressões algalgéébricasbricas
–– emem C: C: 2*3+22*3+2
–– emem RPN: RPN: 2 3 * 2 +2 3 * 2 +
–– emem Lisp: Lisp: (PLUS (TIMES 2 3) 2)(PLUS (TIMES 2 3) 2)
–– sintaxesintaxe abstractaabstracta: : addadd((mulmul((numnum(2),(2),numnum(3)),(3)),numnum(2))(2))

�� BlocosBlocos
–– emem C: C: {{S1S1 S2 S2 …… SnSn }}
–– emem Pascal: Pascal: begin begin S1S1; ; S2S2; ; ……; ; SnSn endend
–– sintaxesintaxe abstractaabstracta: : blockblock((S1S1,,S2S2,,……,,SnSn))

�� CicloCiclo while:while:
–– emem C: C: while (while (CC) ) SS
–– emem Pascal: Pascal: while while CC do do SS
–– sintaxesintaxe abstractaabstracta: : whilewhile((CC,,SS))

LP2 2005/06 57© Luis Caires

ÁÁrvorervore SintacticaSintactica AbstractaAbstracta
�� RepresentaRepresenta a a estruturaestrutura de de umauma frasefrase dada linguagemlinguagem

emem termostermos dos dos constructoresconstructores abstractosabstractos..
�� Abstract Syntax TreeAbstract Syntax Tree (AST)(AST)

Add

MulNum(2)

Num(3) Num(2)

Mul

Add Num(2)

Num(2) Num(3)

““(2 +  3)* 2(2 +  3)* 2””2 + 3 * 22 + 3 * 2

LP2 2005/06 58© Luis Caires

SemânticaSemântica de CALCde CALC
�� A A funfunççãoão semânticasemântica II podepode ser ser definidadefinida porpor um um 

algoritmoalgoritmo queque ““sabesabe comocomo interpretarinterpretar”” todostodos osos
programasprogramas sintacticamentesintacticamente correctoscorrectos de de umauma
linguagemlinguagem, , determinandodeterminando o o seuseu valor valor ouou efeitoefeito

II : CALC : CALC →→ integerinteger

CALC   = CALC   = conjuntoconjunto dos dos programasprogramas vváálidoslidos
integer = integer = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados ((denotadenotaççõesões))

LP2 2005/06 59© Luis Caires

InterpretadoresInterpretadores
�� Um Um interpretadorinterpretador parapara umauma linguagemlinguagem de de 

programaprogramaççãoão éé umauma algoritmoalgoritmo queque atribuiatribui um valor um valor 
ouou efeitoefeito a a cadacada programaprograma leglegíítimotimo dada linguagemlinguagem

�� Os Os programasprogramas fornecidosfornecidos comocomo inputinput a um a um 
interpretadorinterpretador sãosão representadosrepresentados porpor valoresvalores dada
sintaxesintaxe abstractaabstracta dada linguagemlinguagem a a queque pertencempertencem
–– ProgramasProgramas exprimemexprimem algoritmosalgoritmos queque processamprocessam dadosdados
–– ProgramasProgramas tambtambéémm podempodem ser ser vistosvistos comocomo dadosdados
–– InterpretadorInterpretador éé um um programaprograma queque processaprocessa programasprogramas

�� Um Um algoritmoalgoritmo interpretadorinterpretador podepode ser ser definidodefinido
indutivamenteindutivamente nana sintaxesintaxe abstractaabstracta dada linguagemlinguagem

LP2 2005/06 60© Luis Caires

A A LinguagemLinguagem CALCCALC
((comocomo tipotipo indutivoindutivo))

�� TipoTipo de dados: CALCde dados: CALC
�� construtoresconstrutores: : NumNum, , AddAdd, , MulMul, , DivDiv, , SubSub

NumNum: : integerinteger →→ CALCCALC
AddAdd: : CALC CALC ×× CALC CALC →→ CALCCALC
MulMul: : CALC CALC ×× CALC CALC →→ CALCCALC
DivDiv: : CALC CALC ×× CALC CALC →→ CALCCALC
SubSub: : CALC CALC ×× CALC CALC →→ CALCCALC
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LP2 2005/06 61© Luis Caires

InterpretadorInterpretador de CALCde CALC
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E) ) parapara calcularcalcular a a denotadenotaççãoão (valor (valor inteirointeiro) ) 

de de umauma expressãoexpressão E E qualquerqualquer de CALC:de CALC:

evaleval : CALC : CALC →→ integerinteger
se E se E éé dada forma forma num(num(nn):): eval(Eeval(E) = ) = nn

se E se E éé dada forma forma add(Eadd(E’’,E,E’’’’):): v1 = v1 = eval(Eeval(E’’); v2 = ); v2 = eval(Eeval(E’’’’); ); 

eval(Eeval(E) ) @@ v1+v2v1+v2

se E se E éé dada forma forma mul(Emul(E’’,E,E’’’’):): v1 = v1 = eval(Eeval(E’’); v2 = ); v2 = eval(Eeval(E’’’’); ); 

eval(Eeval(E) ) @@ v1*v2v1*v2

se E se E éé dada forma forma sub(Esub(E’’,E,E’’’’):): v1 = v1 = eval(Eeval(E’’); v2 = ); v2 = eval(Eeval(E’’’’); ); 

eval(Eeval(E) ) @@ v1v1--v2v2

se E se E éé dada forma forma div(Ediv(E’’,E,E’’’’):): v1 = v1 = eval(Eeval(E’’); v2 = ); v2 = eval(Eeval(E’’’’); ); 

eval(Eeval(E) ) @@ v1/v2v1/v2

LP2 2005/06 62© Luis Caires

InterpretadorInterpretador de CALCde CALC
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E) ) parapara calcularcalcular a a denotadenotaççãoão (valor (valor 

inteirointeiro) de ) de umauma expressãoexpressão E E qualquerqualquer de CALC:de CALC:

evaleval : CALC : CALC →→ integerinteger
eval(eval(Num(Num(nn) ) ) ) @@ nn

eval(eval(Add(Add(EE’’,E,E’’’’) ) ) ) @@ eval(Eeval(E’’) + ) + eval(Eeval(E’’’’))

eval(eval(Mul(Mul(EE’’,E,E’’’’) ) ) ) @@ eval(Eeval(E’’) * ) * eval(Eeval(E’’’’))

eval(eval(Sub(Sub(EE’’,E,E’’’’) ) ) ) @@ eval(Eeval(E’’) ) -- eval(Eeval(E’’’’))

eval(eval(Div(Div(EE’’,E,E’’’’) ) ) ) @@ eval(Eeval(E’’) / ) / eval(Eeval(E’’’’))

[[notanotaççãoão maismais leglegíívelvel, , usandousando pattern matchingpattern matching]]

LP2 2005/06 63© Luis Caires

InterpretadorInterpretador de CALCde CALC
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E) ) parapara calcularcalcular o o significadosignificado (valor (valor 

inteirointeiro) de ) de umauma expressãoexpressão qualquerqualquer de CALC:de CALC:

evaleval : CALC : CALC →→ integerinteger
�� Note Note bembem: a : a funfunççãoão de de interpretainterpretaççãoão evaleval((--) ) éé

definidadefinida recursivamenterecursivamente nana estruturaestrutura do do seuseu
argumentoargumento!!
SemânticaSemântica composicionalcomposicional: o : o significadosignificado do do todotodo
ssóó dependedepende do do significadosignificado dasdas suassuas partespartes

�� O O mesmomesmo nãonão aconteceacontece nasnas linguagenslinguagens ““naturaisnaturais””::
–– time time fliesflies like an arrowlike an arrow
–– fruit fruit fliesflies like a bananalike a banana

LP2 2005/06 64© Luis Caires

SemânticaSemântica OperacionalOperacional
EstruturalEstrutural

�� SintaxeSintaxe ((abstractaabstracta) ) definidadefinida porpor um um tipotipo indutivoindutivo,  ,  
apresentadaapresentada porpor um  um  conjuntoconjunto de de construtoresconstrutores;;

�� SemânticaSemântica definidadefinida porpor um um algoritmoalgoritmo interpretadorinterpretador, , 
queque atribuiatribui um um significadosignificado (valor) a (valor) a cadacada expressãoexpressão
dada linguagemlinguagem, , calculandocalculando--oo composicionalmentecomposicionalmente a a 
partirpartir do do significadosignificado dasdas suassuas subexpressõessubexpressões;;

�� A A estaesta ttéécnicacnica de de definidefiniççãoão dada semânticasemântica de de umauma
linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão chamachama--se: se: 

semânticasemântica operacionaloperacional estruturalestrutural

LP2 2005/06 65© Luis Caires

ImplementaImplementaççãoão emem JavaJava
�� UsandoUsando umauma linguagemlinguagem baseadabaseada emem objectosobjectos, um , um 

tipotipo de dados de dados indutivoindutivo podepode ser ser representadorepresentado porpor
umauma interfaceinterface ((queque representarepresenta o o tipotipo indutivoindutivo), e ), e 
porpor um um conjuntoconjunto de classesde classes ((emem queque cadacada classeclasse
representarepresenta um um construtorconstrutor do do tipotipo indutivoindutivo))

�� A interface A interface podepode declarardeclarar umauma ouou maismais operaoperaççõesões
sobresobre o o tipotipo indutivoindutivo, , porpor exemploexemplo::

public interface CALC { public interface CALC { intint evaleval(); }(); }

�� OuOu sejaseja, , evaleval: CALC : CALC →→ integer.integer.
LP2 2005/06 66© Luis Caires

ImplementaImplementaççãoão emem JavaJava
�� CadaCada classeclasse representarepresenta um (e um um (e um ssóó)) dos dos 

construtoresconstrutores do do tipotipo indutivoindutivo
�� CadaCada classeclasse fornecefornece a a implementaimplementaççãoão relativarelativa aoao

construtorconstrutor queque representarepresenta, , parapara cadacada operaoperaççãoão
definidadefinida sobresobre o o tipotipo indutivoindutivo

publicpublic class class NumNum implements CALC {implements CALC {
private private intint value ;value ;
NumNum(int(int v) { value = v; }v) { value = v; }
intint evaleval() { return value; }() { return value; }
}}
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LP2 2005/06 67© Luis Caires

ImplementaImplementaççãoão emem JavaJava
�� CadaCada expressãoexpressão éé representadarepresentada porpor umauma áárvorervore ((nn--

ááriaria) de ) de objectosobjectos ((umauma AST);AST);
�� CadaCada construtorconstrutor do do tipotipo indutivoindutivo éé aplicadoaplicado

chamandochamando o o construtorconstrutor dada classeclasse respectivarespectiva::

CALC expr1 = new CALC expr1 = new AddAdd( new ( new NumNum(2), new (2), new NumNum(3)) ;(3)) ;
intint result1 = expr1.eval();result1 = expr1.eval();
CALC expr2 = new CALC expr2 = new AddAdd( new ( new SubSub( ( NumNum(2),(2),

NumNum(3)),(3)),
new new NumNum(3));(3));

intint result2 = expr2.eval();result2 = expr2.eval();

LP2 2005/06 68© Luis Caires

ÁÁrvorervore SintacticaSintactica AbstractaAbstracta
�� RepresentaRepresenta a a estruturaestrutura de de umauma frasefrase dada linguagemlinguagem

emem termostermos dos dos constructoresconstructores abstractosabstractos..
�� ImplementadaImplementada porpor umauma estruturaestrutura de dados de dados áárvorervore

Add

MulNum(2)

Num(3) Num(2)

Mul

Add Num(2)

Num(2) Num(3)

““(2 +  3)* 2(2 +  3)* 2””2 + 3 * 22 + 3 * 2

objectoobjecto

referênciareferência

LP2 2005/06 69© Luis Caires

ImplementaImplementaççãoão emem JavaJava
�� No No nossonosso exemploexemplo, , temostemos as classes Num, Add, as classes Num, Add, 

Sub, Sub, MulMul e Div, e Div, implementandoimplementando osos construtoresconstrutores
numnum, , addadd, , subsub, , mulmul e e divdiv..

�� A A definidefiniççãoão dasdas operaoperaççõesões ficafica ““dispersadispersa”” pelaspelas
vvááriasrias classes (classes (éé maismais ccóómodomodo acrescentaracrescentar novosnovos
construtoresconstrutores a um a um tipotipo do do queque novas novas operaoperaççõesões))
publicpublic class class AddAdd implements CALC {implements CALC {

private CALC lhs;private CALC lhs;
private CALC private CALC rhsrhs;;
AddAdd(CALC(CALC l, CALC r) { lhs = l; l, CALC r) { lhs = l; rhsrhs = r; }= r; }
intint evaleval() { return () { return lhs.eval()+rhs.evallhs.eval()+rhs.eval(); }(); }
}}

LP2 2005/06 70© Luis Caires

CompiladoresCompiladores
�� Um Um compiladorcompilador parapara umauma linguagemlinguagem de de 

programaprogramaççãoão éé umauma algoritmoalgoritmo queque traduztraduz cadacada
programaprograma leglegíítimotimo dada linguagemlinguagem numanuma suasua versãoversão
directamentedirectamente executexecutáávelvel porpor umauma ““mmááquinaquina””..

�� A A mmááquinaquina podepode ser ser ffíísicasica (Pentium) (Pentium) ouou virtual virtual 
(JVM, CLR)(JVM, CLR)

�� PodePode tambtambéémm ser ser outrooutro compiladorcompilador jjáá existenteexistente
((gccgcc) [) [exemploexemplo: : tradutortradutor de Java de Java emem C]C]

�� A A tradutraduççãoão preservapreserva a a semânticasemântica..
�� Um Um algoritmoalgoritmo compiladorcompilador podepode ser ser definidodefinido

indutivamenteindutivamente nana sintaxesintaxe abstractaabstracta dada linguagemlinguagem

LP2 2005/06 71© Luis Caires

Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� MMááquinaquina Virtual do Common Language Runtime do Virtual do Common Language Runtime do 

ambienteambiente .NET..NET.
�� EvoluEvoluççãoão dada PP--Machine (Pascal) e Machine (Pascal) e dada JVM (JVM); JVM (JVM); 

maismais se se dirdiráá adianteadiante..
�� IndependenteIndependente dada linguagemlinguagem fontefonte: : suportasuporta vvááriasrias

linguagenslinguagens numanuma mesmamesma arquitecturaarquitectura..
�� MMááquinaquina de de PilhaPilha: : todastodas as as instruinstruççõesões consomemconsomem

argumentosargumentos do do topotopo dada PilhaPilha, e , e produzemproduzem um um 
resultadoresultado no no topotopo dada PilhaPilha ((stack machinestack machine))

�� ““PrimeirasPrimeiras”” (5) (5) instruinstruççõesões: : ldcldc nn, , addadd, , mulmul, , divdiv, , subsub..

LP2 2005/06 72© Luis Caires

Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� ““PrimeirasPrimeiras”” (5) (5) instruinstruççõesões: : ldcldc nn, , addadd, , mulmul, , divdiv, , subsub..
�� Load Constant (Load Constant (ldcldc nn))

ldcldc nn

nn

topotopo dada PilhaPilha
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LP2 2005/06 73© Luis Caires

Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� ““PrimeirasPrimeiras”” (5) (5) instruinstruççõesões: : ldcldc nn, , addadd, , mulmul, , divdiv, , subsub..
�� Add (Add (addadd))

addadd

topotopo dada PilhaPilha

nn
mm

n+mn+m

LP2 2005/06 74© Luis Caires

Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� ““PrimeirasPrimeiras”” (5) (5) instruinstruççõesões: : ldcldc nn, , addadd, , mulmul, , divdiv, , subsub..
�� Add (Add (addadd))

addadd

topotopo dada PilhaPilha

234234
121121

355355

O O fundofundo dada pilhapilha éé inalteradoinalterado!!

LP2 2005/06 75© Luis Caires

CompiladorCompilador de CALCde CALC
�� AlgoritmoAlgoritmo comp(Ecomp(E) ) parapara traduzirtraduzir umauma expressãoexpressão E E qualquerqualquer

de CALC de CALC numanuma sequênciasequência de de instruinstruççõesões CLRCLR

comp : CALC comp : CALC →→ CodeSeqCodeSeq
se E se E éé dada forma forma num( num( n n ):): comp(Ecomp(E) = ) = < < ldc.i4ldc.i4 n>n>

se E se E éé dada forma forma add(Eadd(E’’,E,E’’’’):): s1 = s1 = comp(Ecomp(E’’); s2 = ); s2 = comp(Ecomp(E’’’’); ); 

comp(Ecomp(E) ) @@ s1 @ s2 @ < s1 @ s2 @ < addadd >>

se E se E éé dada forma forma mul(Emul(E’’,E,E’’’’):): v1 = v1 = comp(Ecomp(E’’); v2 = ); v2 = comp(Ecomp(E’’’’); ); 

comp(Ecomp(E) ) @@ s1 @ s2 @ < s1 @ s2 @ < mulmul >>

se E se E éé dada forma forma sub(Esub(E’’,E,E’’’’):): v1 = v1 = comp(Ecomp(E’’); v2 = ); v2 = comp(Ecomp(E’’’’); ); 

comp(Ecomp(E) ) @@ s1 @ s2 @ < s1 @ s2 @ < subsub >>

se E se E éé dada forma forma div(Ediv(E’’,E,E’’’’):): v1 = v1 = comp(Ecomp(E’’); v2 = ); v2 = comp(Ecomp(E’’’’); ); 

compl(Ecompl(E) ) @@ s1 @ s2 @ < s1 @ s2 @ < divdiv >>

LP2 2005/06 76© Luis Caires

CorrecCorrecççãoão do do CompiladorCompilador
�� AlgoritmoAlgoritmo comp(Ecomp(E) ) parapara traduzirtraduzir umauma expressãoexpressão E E 

qualquerqualquer de CALC de CALC numanuma sequênciasequência de de instruinstruççõesões
CLRCLR

comp : CALC comp : CALC →→ CodeSeqCodeSeq

�� PropriedadePropriedade de de CorrecCorrecççãoão:: QuandoQuando a a sequênciasequência
de de instruinstruççõesões comp(comp(EE) ) éé executadaexecutada num num estadoestado dada
mmááquinaquina virtual virtual emem queque a a pilhapilha estestáá no no estadoestado pp, , 
quandoquando terminatermina deixadeixa sempresempre a a mmááquinaquina no no estadoestado
push(push(vv,,pp), ), emem queque vv éé o valor o valor dada expressãoexpressão EE..

LP2 2005/06 77© Luis Caires

Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� ““PrimeirasPrimeiras”” (5) (5) instruinstruççõesões: : ldcldc nn, , addadd, , mulmul, , divdiv, , subsub..
�� Comp(Comp(““2+2*(72+2*(7--2)2)””))

ldc.i4 2ldc.i4 2
ldc.i4 2ldc.i4 2
ldc.i4 7ldc.i4 7
ldc.i4 2ldc.i4 2
subsub
mulmul
addadd

LP2 2005/06 78© Luis Caires

InterpretadorInterpretador de CALCde CALC
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E) ) parapara calcularcalcular a a denotadenotaççãoão (valor (valor 

inteirointeiro) de ) de umauma expressãoexpressão E E qualquerqualquer de CALC:de CALC:

evaleval : CALC : CALC →→ integerinteger
eval(eval(Num(Num(nn) ) ) ) @@ nn

eval(eval(Add(Add(EE’’,E,E’’’’) ) ) ) @@ eval(Eeval(E’’) + ) + eval(Eeval(E’’’’))

eval(eval(Mul(Mul(EE’’,E,E’’’’) ) ) ) @@ eval(Eeval(E’’) * ) * eval(Eeval(E’’’’))

eval(eval(Sub(Sub(EE’’,E,E’’’’) ) ) ) @@ eval(Eeval(E’’) ) -- eval(Eeval(E’’’’))

eval(eval(Div(Div(EE’’,E,E’’’’) ) ) ) @@ eval(Eeval(E’’) / ) / eval(Eeval(E’’’’))

[[notanotaççãoão maismais leglegíívelvel, , usandousando pattern matchingpattern matching]]
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LigaLigaççãoão, , ÂmbitoÂmbito e e AmbienteAmbiente

LP2 2005/06 80© Luis Caires

ConstantesConstantes e e IdentificadoresIdentificadores
�� ConstantesConstantes ((ouou literaisliterais))

–– ReferemReferem entidadesentidades ouou valoresvalores bembem determinadosdeterminados emem
qualquerqualquer contextocontexto ondeonde ocorramocorram

–– NasNas linguagenslinguagens ““naturaisnaturais””: : sãosão osos ““nomenome prpróópriosprios””..
–– true, false, [] (true, false, [] (linguagemlinguagem ML)ML)
–– 1, 1.0, 0xFF, 1, 1.0, 0xFF, ““hellohello””, , intint ((linguagemlinguagem C)C)

�� IdentificadoresIdentificadores ((ouou nomesnomes))
–– ReferemReferem entidadesentidades queque dependemdependem do do contextocontexto
–– NasNas linguagenslinguagens ““naturaisnaturais””: : sãosão osos ““pronomespronomes””..
–– x, Count, x, Count, System.outSystem.out ((linguagemlinguagem Java)Java)
–– printfprintf ((linguagemlinguagem C)C)
–– true, x, integer (true, x, integer (linguagemlinguagem Pascal)Pascal)

LP2 2005/06 81© Luis Caires

LigaLigaççãoão e e ÂmbitoÂmbito
�� TantoTanto osos literaisliterais comocomo osos identificadoresidentificadores denotamdenotam

sempresempre umauma entidadeentidade fixafixa bembem determinadadeterminada
�� A A entidadeentidade denotadadenotada porpor ((ouou valor de) um literal valor de) um literal éé

fixafixa pelopelo prpróóprioprio literal (23, literal (23, ““hi!hi!””, etc)., etc).
�� A A associaassociaççãoão entreentre um um identificadoridentificador e e entidadeentidade porpor

esteeste denotadadenotada chamachama--se se ligaligaççãoão ((bindingbinding))
�� EmEm geralgeral, a , a ligaligaççãoão entreentre identificadoridentificador e e entidadeentidade

denotadadenotada estabeleceestabelece--se num se num certocerto contextocontexto
sintsintáácticoctico e e éé introduzidaintroduzida porpor umauma declaradeclaraççãoão

�� AoAo contextocontexto sintsintáácticoctico ondeonde umauma certacerta ligaligaççãoão tem tem 
efeitoefeito chamachama--se o se o âmbitoâmbito ((scopescope) ) dessadessa ligaligaççãoão

LP2 2005/06 82© Luis Caires

LigaLigaççãoão e e ÂmbitoÂmbito
�� O O identificadoridentificador xx denotadenota umauma varivariáávelvel de de 

estado(cestado(céélulalula de de memmemóóriaria))
int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j+y;
z += x;

}
return z;

}

LP2 2005/06 83© Luis Caires

LigaLigaççãoão e e ÂmbitoÂmbito
�� O O identificadoridentificador xx denotadenota umauma varivariáávelvel de de estadoestado

((ccéélulalula de de memmemóóriaria))
int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j+y;
z += x;

}
return z;

}

ÂmbitoÂmbito dada ligaligaççãoão

LP2 2005/06 84© Luis Caires

LigaLigaççãoão e e ÂmbitoÂmbito
�� O O identificadoridentificador jj denotadenota umauma varivariáávelvel de de estadoestado

((ccéélulalula de de memmemóóriaria))
int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j+y;
z += x;

}
return z;

}



15

LP2 2005/06 85© Luis Caires

LigaLigaççãoão e e ÂmbitoÂmbito
�� O O identificadoridentificador jj denotadenota umauma varivariáávelvel de de estadoestado

((ccéélulalula de de memmemóóriaria))
int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j+y;
z += x;

}
return z;

}

ÂmbitoÂmbito dada ligaligaççãoão

LP2 2005/06 86© Luis Caires

ElementosElementos de um de um âmbitoâmbito
�� A A ligaligaççãoão entreentre um um identificadoridentificador e a e a respectivarespectiva

entidadeentidade porpor esteeste denotadadenotada (valor, (valor, posiposiççãoão de de 
memmemóóriaria, etc) , etc) envolveenvolve osos seguintesseguintes ingredientesingredientes::
–– UmaUma ((úúnicanica!) !) ocorrênciaocorrência liganteligante ((queque, , emem geralgeral, , 

correspondecorresponde àà declaradeclaraççãoão do do identificadoridentificador))
–– O O âmbitoâmbito dada ligaligaççãoão ((queque éé a a ““parte/região/zonaparte/região/zona”” do do 

programaprograma ondeonde a a ligaligaççãoão emem causacausa tem tem efeitoefeito))
–– VVááriasrias (zero (zero ouou maismais) ) ocorrênciasocorrências ligadasligadas ((queque sãosão

todastodas as as ocorrênciasocorrências do do identificadoridentificador, , distintasdistintas dada
ocorrênciaocorrência liganteligante, , queque existemexistem dentrodentro do do âmbitoâmbito))

LP2 2005/06 87© Luis Caires

OcorrênciasOcorrências ligantesligantes e e ligadasligadas
�� OcorrênciasOcorrências do do identificadoridentificador xx
int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j+y;
z += x;

}
return z;

}

OcorrênciasOcorrências ligantesligantes

LP2 2005/06 88© Luis Caires

OcorrênciasOcorrências ligantesligantes e e ligadasligadas
�� OcorrênciasOcorrências do do identificadoridentificador xx
int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j+y;
z += x;

}
return z;

}

OcorrênciasOcorrências ligadasligadas

LP2 2005/06 89© Luis Caires

OcorrênciasOcorrências ligadasligadas
�� Para Para cadacada ocorrênciaocorrência ligadaligada existeexiste umauma e e umauma ssóó

ocorrênciaocorrência liganteligante ((queque ocorreocorre nana declaradeclaraççãoão))
int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j+y;
z += x;

}
return z;

}

LP2 2005/06 90© Luis Caires

OcorrênciasOcorrências livreslivres
�� UmaUma ocorrênciaocorrência de de identificadoridentificador queque nãonão éé ligadaligada

nemnem liganteligante dizdiz--se se livrelivre

�� NesteNeste exemploexemplo, , apenasapenas yy tem tem umauma ocorrênciaocorrência livrelivre

int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j+y;
z += x;

}
return z;

}
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ExpressõesExpressões AbertasAbertas e e FechadasFechadas

�� UmaUma subexpressãosubexpressão dizdiz--se se abertaaberta se se contcontéémm
ocorrênciasocorrências livreslivres de de identificadoresidentificadores

�� UmaUma subexpressãosubexpressão dizdiz--se se fechadafechada se se nãonão contcontéémm
ocorrênciasocorrências livreslivres de de identificadoresidentificadores

�� ExemplosExemplos de de expressõesexpressões abertasabertas::

void f(int x)
{ int i;

for(int i=0;i<TEN;i++) x+=i;
printf(“%d\n”,x);

}

let x=1 in (f x)

CC

OCamlOCaml

LP2 2005/06 92© Luis Caires

ExpressõesExpressões AbertasAbertas e e FechadasFechadas

�� UmaUma subexpressãosubexpressão dizdiz--se se abertaaberta se se contcontéémm
ocorrênciasocorrências livreslivres de de identificadoresidentificadores

�� UmaUma subexpressãosubexpressão dizdiz--se se fechadafechada se se nãonão contcontéémm
ocorrênciasocorrências livreslivres de de identificadoresidentificadores

�� ExemplosExemplos de de expressõesexpressões abertasabertas::

void f(int x)
{ int i;

for(int i=0;i<TEN;i++) x+=i;
printf(“%d\n”,x);

}

let x=1 in (f x)

CC

OCamlOCaml

livrelivre

livrelivre
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SemânticaSemântica de de expressõesexpressões abertasabertas

�� A A denotadenotaççãoão de de umauma subexpressãosubexpressão de de programaprograma
ssóó podepode ser ser calculadacalculada se se sese conhecerconhecer a a denotadenotaççãoão
de de cadacada identificadoridentificador queque nelanela ocorraocorra livrelivre..

�� A A definidefiniççãoão de de umauma semânticasemântica composicionalcomposicional parapara
linguagenslinguagens com com declaradeclaraççõesões de de identificadoresidentificadores tem tem 
necessnecessááriamenteriamente queque considerarconsiderar expressõesexpressões
abertasabertas. . PorPor exemploexemplo, a , a expressãoexpressão OCamlOCaml

éé fechadafechada masmas contcontéémm umauma subexpressãosubexpressão abertaaberta::

let x = 2
in (x+x)

(x+x)

LP2 2005/06 94© Luis Caires

AmbienteAmbiente
�� Um Um programaprograma ((fragmentofragmento fechadofechado) ) podepode conterconter no no 

seuseu interior interior expressõesexpressões abertasabertas..
[[DêDê exemplosexemplos de de linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão ondeonde
sejaseja posspossíívelvel compilarcompilar um um programaprograma abertoaberto]]

�� Um Um programaprograma fechadofechado fornecefornece necessariamentenecessariamente
ligaligaççõesões parapara todastodas as as ocorrênciasocorrências livreslivres de de 
identificadoresidentificadores queque ocorramocorram nasnas suassuas
subexpressõessubexpressões ((atravatravééss de de declaradeclaraççõesões).).
Para Para cadacada subexpressãosubexpressão EE de um de um programaprograma P, P, aoao
conjuntoconjunto de de todastodas as as ligaligaççõesões no no âmbitoâmbito dasdas quaisquais
EE ocorreocorre chamachama--se o se o ambienteambiente de de EE emem PP

LP2 2005/06 95© Luis Caires

AmbienteAmbiente (Quiz)(Quiz)
�� QualQual o o ambienteambiente dada subexpressãosubexpressão ““x+1x+1””??

�� { { ff →→ ““fun?fun?””, , xx →→ ““varvar??”” , , zz →→ ““varvar??”” }}

int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j;
z+=x;

}
return z;

}

LP2 2005/06 96© Luis Caires

AmbienteAmbiente (Quiz)(Quiz)
�� QualQual o o ambienteambiente dada subexpressãosubexpressão ““z+=xz+=x””??

�� { { ff →→ ““fun?fun?””, , zz →→ ““varvar??’’’’ , , jj →→ ““varvar??’’’’, , xx →→ ““varvar??’’’’ }}

int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j;
z+=x;

}
return z;

}
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AmbienteAmbiente (Quiz)(Quiz)
�� QualQual o o ambienteambiente dada subexpressãosubexpressão ““return zreturn z””??

�� { { ff →→ ““fun?fun?””, , xx →→ ““varvar??””, , zz →→ ““varvar??”” }}

int f(int x)
{

int z = x+1;
for(int j=0; j<10; j++){

int x=j;
z+=x;

}
return z;

}

LP2 2005/06 98© Luis Caires

ExemploExemplo: A : A LinguagemLinguagem CALCICALCI
�� A A linguagemlinguagem CALCI CALCI extendeextende a a linguagemlinguagem CALC CALC 

com a com a possibilidadepossibilidade de se de se poderempoderem introduzirintroduzir e e 
usarusar identificadoresidentificadores usandousando a a construconstruççãoão declaredeclare::

�� NumaNuma expressãoexpressão decl, a , a primeiraprimeira ocorrênciaocorrência de de IdId

éé liganteligante, no , no âmbitoâmbito definidodefinido pelapela Expressão2Expressão2

�� DefinimosDefinimos osos programasprogramas CALCI CALCI comocomo sendosendo as as 
expressõesexpressões fechadasfechadas de CALCI. de CALCI. PorPor exemploexemplo::

decl Id = Expressão1 in Expressão2

(decl x=2 in decl y=x+2 in (x+y))

LP2 2005/06 99© Luis Caires

A A LinguagemLinguagem CALCICALCI
comocomo tipotipo indutivoindutivo

�� TipoTipo de dados: CALCIde dados: CALCI
�� construtoresconstrutores: : numnum, , addadd, , mulmul, , divdiv, , sub, id, sub, id, decldecl

numnum: : integerinteger →→ CALCICALCI
idid: : stringstring →→ CALCICALCI
addadd: : CALCI CALCI ×× CALCI CALCI →→ CALCICALCI
mulmul: : CALCI CALCI ×× CALCI CALCI →→ CALCICALCI
divdiv: : CALCI CALCI ×× CALCI CALCI →→ CALCICALCI
subsub: : CALCI CALCI ×× CALCI CALCI →→ CALCICALCI
decldecl: : stringstring ×× CALCI CALCI ×× CALCI CALCI →→ CALCICALCI

LP2 2005/06 100© Luis Caires

SemânticaSemântica de CALCI (1)de CALCI (1)
�� A A funfunççãoão semânticasemântica II de CALCI de CALCI podepode ser ser definidadefinida

porpor um um algoritmoalgoritmo queque ““sabesabe comocomo interpretarinterpretar””
todastodas as as expressõesexpressões de CALCI, de CALCI, determinandodeterminando o o 
seuseu valor valor ouou efeitoefeito, dado um , dado um ambienteambiente contendocontendo
osos valoresvalores dos dos seusseus identificadoresidentificadores livreslivres..

II : CALCI  : CALCI  →→ integerinteger

CALCI   = CALCI   = conjuntoconjunto dasdas expressõesexpressões fechadasfechadas
integer  = integer  = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados ((denotadenotaççõesões))
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InterpretadorInterpretador de CALCIde CALCI
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E) ) parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão fechadafechada qualquerqualquer E de CALCI:E de CALCI:

evaleval : CALCI : CALCI →→ integerinteger

evaleval( ( num(num(nn) ) ) ) @@ return return nn
evaleval( ( add(E1,E2) add(E1,E2) ) ) @@

return eval(return eval(E1E1) + eval() + eval(E2E2))
……
evaleval( ( decl(sdecl(s, E1, E2) , E1, E2) ) ) @@ [[

G G == Subst(sSubst(s, , E2E2, eval(, eval(E1E1)); )); 
return return eval(Geval(G); ); ]]
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A A FunFunççãoão SubstSubst
Subst(sSubst(s, , E, F E, F ))

�� CalculaCalcula a a expressãoexpressão queque resultaresulta de de substituirsubstituir
todastodas as as ocorrênciasocorrências livreslivres do do identificadoridentificador s s 
pelapela expressãoexpressão F F nana expressãoexpressão E.E.

Subst(Subst(ss, , ss++ss+2, +2, y+zy+z ) = (y+z)+(y+z)+2) = (y+z)+(y+z)+2

Subst(Subst(yy, , decldecl x=x=yy in in decldecl y=2 in y=2 in x+yx+y, u, u ) = ) = 
decldecl x=u in x=u in decldecl y=2 in y=2 in x+yx+y
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DefiniDefiniççãoão dada FunFunççãoão SubstSubst

Subst(sSubst(s, , num(num(nn), F ), F ) ) @@ return return num(num(nn););
Subst(sSubst(s, , id(id(ss), F ), F ) ) @@ return return F;F;
Subst(sSubst(s, , add(E1, E2) add(E1, E2) ) ) @@

return return add( add( Subst(sSubst(s, , E1E1,, FF), ), Subst(sSubst(s, , E2 E2 ,, FF));));
……
Subst(sSubst(s, , decl(decl(ss, E1, E2), F, E1, E2), F) ) @@ [[ /* /* casocaso s s == ss’’ */ */ 

G G == Subst(sSubst(s, , E1E1, , FF); ); 
return return decl(decl(ss,, GG, , E2E2);   );   ]]

Subst(sSubst(s, , decl(decl(ss’’, E1, E2), F, E1, E2), F) ) @@ [[ /* /* casocaso s s ≠≠ ss’’ */*/
G G == Subst(sSubst(s, , E1E1, , FF); ); 
return return decl(decl(ss’’,, GG, , Subst(sSubst(s, , E2E2, , FF)); )); ]]
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SemânticaSemântica de CALCI (2)de CALCI (2)
�� A A semânticasemântica dada linguagemlinguagem CALCI CALCI baseadabaseada emem

substituisubstituiççõesões éé muitomuito convenienteconveniente do do pontoponto de de 
vista vista dada especificaespecificaççãoão poispois éé muitomuito simples.simples.

evaleval : CALCI : CALCI →→ integerinteger

�� JJáá do do pontoponto de vista de vista operacionaloperacional, , éé convenienteconveniente
definirdefinir umauma semânticasemântica maismais concretaconcreta, , recorrendorecorrendo àà
manipulamanipulaççãoão de de ambientesambientes..

�� A A manipulamanipulaççãoão de de ambientesambientes tambtambéémm éé maismais
convenienteconveniente comocomo ttéécnicacnica de de implementaimplementaççãoão de de 
interpretadoresinterpretadores..
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SemânticaSemântica de CALCI (2)de CALCI (2)
�� A A funfunççãoão semânticasemântica II de CALCI de CALCI podepode ser ser definidadefinida

porpor um um algoritmoalgoritmo interpretadorinterpretador parapara expressõesexpressões
de CALCI, de CALCI, determinandodeterminando o o seuseu valor valor ouou efeitoefeito, , 
dado um dado um ambienteambiente contendocontendo osos valoresvalores dos dos seusseus
identificadoresidentificadores livreslivres..

II : CALCI : CALCI ×× ENV ENV →→ integerinteger

CALCI   = CALCI   = programasprogramas abertosabertos
ENV      = ENV      = ambientesambientes
integer  = integer  = significadossignificados ((denotadenotaççõesões))
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AmbienteAmbiente ““mutmutáávelvel””
�� Na Na prprááticatica, , éé convenienteconveniente implementarimplementar ambientesambientes

usandousando umauma estruturaestrutura de dados de dados mutmutáávelvel::
void void Assoc(StringAssoc(String id, Value id, Value valval))

•• AdicionaAdiciona aoao ambienteambiente umauma nova nova ligaligaççãoão queque associaassocia
aoao identificadoridentificador idid o valor o valor valval indicadoindicado..

•• A A ligaligaççãoão éé adicionadaadicionada aoao úúltimoltimo nníívelvel ((maismais recenterecente) ) 
do do ambienteambiente..

Value Value Find(StringFind(String id)id)
•• Devolve o valor Devolve o valor associadoassociado aoao identificadoridentificador idid no no 

ambienteambiente..
•• A A pesquisapesquisa éé efectuadaefectuada do do nníívelvel maismais ““recenterecente”” parapara o o 

maismais ““antigoantigo””, de , de modomodo a a respeitarrespeitar o o encaixeencaixe dos dos 
âmbitosâmbitos dasdas declaradeclaraççõesões..
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AmbienteAmbiente ““mutmutáávelvel””
�� Na Na prprááticatica, , éé convenienteconveniente implementarimplementar ambientesambientes usandousando

umauma estruturaestrutura de dados de dados mutmutáávelvel::
Environ Environ BeginScopeBeginScope()()
•• CriaCria um novo um novo nníívelvel local local vaziovazio, , ondeonde serãoserão colocadascolocadas as novas as novas 

ligaligaççõesões..
•• NãoNão podepode existirexistir maismais queque umauma ligaligaççãoão parapara um um mesmomesmo

identificadoridentificador no no mesmomesmo nníívelvel ((PorquêPorquê?)?)
Environ Environ EndScopeEndScope()()
•• ColocaColoca o o ambienteambiente no no estadoestado anterior anterior àà úúltimaltima operaoperaççãoão

BeginScopeBeginScope()()..

�� FuncionaFunciona bembem, , poispois numanuma linguagemlinguagem estruturadaestruturada emem blocosblocos
encaixadosencaixados hierarquicamentehierarquicamente, as , as adiadiççõesões e e remoremoççõesões de de 
ligaligaççõesões aosaos ambientesambientes segue segue umauma disciplinadisciplina LIFO.LIFO.
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A A ““interfaceinterface”” AmbienteAmbiente
�� SimuleSimule mentalmentementalmente::

envenv = new Environment();= new Environment();
env.Assoc(env.Assoc(““xx””, 2);, 2);
valval = = env.Find(env.Find(““xx””);); // devolve 2// devolve 2
envenv = = env.BeginScopeenv.BeginScope();();
env.Assoc(env.Assoc(““yy””, 3);, 3);
env.Assoc(env.Assoc(““xx””, 4);, 4);
valval = = env.Find(env.Find(““yy””);); // devolve 3// devolve 3
valval = = env.Find(env.Find(““xx””);); // devolve 4// devolve 4
envenv==env.EndScopeenv.EndScope()()
valval = = env.Find(env.Find(““xx””)) // devolve 2// devolve 2
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AmbienteAmbiente
�� ImplementadoImplementado comocomo pilhapilha de de diciondicionááriosrios ……

x Æ 2

y Æ 3 x Æ 4 nníívelvel maismais internointerno
((topotopo dada pilhapilha))

nníívelvel maismais externoexterno
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InterpretadorInterpretador de CALCIde CALCI
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E, , envenv) ) parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer E E dada linguagemlinguagem CALCI:CALCI:

evaleval : CALCI : CALCI ×× ENV ENV →→ integerinteger

evaleval( ( num(num(nn) ) , , envenv) ) @@ return return nn
evaleval( ( idid(s(s)) , , envenv) ) @@ return return envenv..FindFind(s(s))
evaleval( ( add(E1,E2) add(E1,E2) , , envenv) ) @@ return eval(return eval(E1E1, , envenv) + eval() + eval(E2E2, , envenv))

……
evaleval( ( decldecl(s(s, E1, E2), E1, E2), , envenv) ) @@ [[

envenv == envenv..BeginScopeBeginScope(); (); 
envenv..AssocAssoc(s,eval((s,eval(E1E1, , envenv)); )); 
valval = eval(= eval(E2E2, , envenv););
envenv = = envenv. . EndScopeEndScope();(); return return valval; ; ]]
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LinguagensLinguagens ImperativasImperativas
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LinguagensLinguagens ImperativasImperativas
�� As As expressõesexpressões dasdas linguagenslinguagens atatéé agora agora 

consideradasconsideradas denotamdenotam sempresempre valoresvalores purospuros
�� EmEm particular, as particular, as varivariááveisveis denotamdenotam um valor um valor queque

se se mantmantéémm fixofixo durantedurante a a execuexecuççãoão
�� ActualmenteActualmente, o , o paradigmaparadigma de de programaprogramaççãoão

dominantedominante éé o o paradigmaparadigma imperativoimperativo, , baseadobaseado nana
mutamutaççãoão de de estadoestado (C, Java).(C, Java).

�� UmaUma linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão imperativaimperativa
caracterizacaracteriza--se se porpor incluirincluir primitivasprimitivas queque permitempermitem::
–– associarassociar posiposiççõesões de de memmemóóriaria a a varivariááveisveis ((varvar x:integerx:integer))
–– alteraralterar o o estadoestado dada memmemóóriaria ( x := E )( x := E )
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ModeloModelo de de MemMemóóriaria
�� MemMemóóriaria: : conjuntoconjunto ((potencialmentepotencialmente infinitoinfinito) de ) de 

ccéélulaslulas cujocujo conteconteúúdodo éé mutmutáávelvel. . 
�� CadaCada ccéélulalula tem um tem um designadordesignador úúniconico, , designadodesignado a a 

referênciareferência dada ccéélulalula, e , e podepode conterconter qualquerqualquer valorvalor..
�� As As referênciasreferências sãosão valoresvalores de um de um tipotipo de dados de dados 

especial especial refref queque ssóó podempodem ser ser usadosusados no no contextocontexto
dada memmemóóriaria a a queque dizemdizem respeitorespeito..

�� OperaOperaççõesões primitivasprimitivas sobresobre umauma memmemóóriaria MM
new: new: void void →→ refref
set: set: refref ×× Value Value →→ voidvoid
get: get: refref →→ Value Value 
free:free: refref →→ voidvoid
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ModeloModelo de de MemMemóóriaria
�� OperaOperaççõesões sobresobre umauma memmemóóriaria MM

new: new: void void →→ refref
Devolve Devolve umauma referênciareferência parapara umauma novanova ccéélulalula livrelivre, e , e 
definedefine--a a comocomo estandoestando ““emem usouso””..

set: set: refref ×× Value Value →→ voidvoid
AlteraAltera o o conteconteúúdodo dada ccéélulalula referidareferida parapara o valor o valor 
indicadoindicado. O valor . O valor ““antigoantigo”” perdeperde--se se irremediavelmenteirremediavelmente..

get: get: refref →→ Value Value 
Devolve o valor Devolve o valor contidocontido nana ccéélulalula referidareferida..

free:free: refref →→ voidvoid
Define a Define a ccéélulalula referidareferida comocomo estandoestando livrelivre, , devolvendodevolvendo--a a 
aoao gestorgestor de de memmemóóriaria, , parapara ser ser recicladareciclada..
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AmbienteAmbiente versus versus MemMemóóriaria
�� O O ambienteambiente indicaindica a a denotadenotaççãoão de de cadacada

identificadoridentificador, e , e reflectereflecte a a estruturaestrutura estestááticatica do do 
programaprograma..

�� A A associaassociaççãoão estabelecidaestabelecida no no ambienteambiente entreentre um um 
identificadoridentificador e o e o seuseu valor valor denotadodenotado éé fixafixa e e 
imutimutáávelvel dentrodentro do do âmbitoâmbito respectivorespectivo..

�� A A memmemóóriaria agregaagrega o o conteconteúúdodo dasdas varivariááveisveis de de 
estadoestado mutmutáávelvel, , indicandoindicando o valor o valor contidocontido emem cadacada
localizalocalizaççãoão ((referênciareferência).).

�� O O conteconteúúdodo de de cadacada localizalocalizaççãoão éé mutmutáávelvel..
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AmbienteAmbiente versus versus MemMemóóriaria

ambienteambiente memmemóóriaria

xx

jj

kk

pipi 3.143.14

locloc00

locloc11

locloc11

locloc00

locloc11

2525

1212

locloc22
locloc11

valoresvalores

localizalocalizaççõesões
valoresvalores

identificadoresidentificadores
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PropriedadesPropriedades do do ModeloModelo

ambienteambiente memmemóóriaria

xx

jj

kk

pipi 3.143.14

locloc00

locloc11

locloc11

locloc00

locloc11

2525

1212

locloc22
locloc11

valoresvalores

localizalocalizaççõesões
valoresvalores

identificadoresidentificadores

�� UmaUma mesmamesma ccéélulalula de de memmemóóriaria podepode ser ser referidareferida porpor vvááriosrios
identificadoresidentificadores distintosdistintos ((aliasingaliasing).).

�� UmaUma ccéélulalula podepode conterconter umauma referênciareferência parapara outraoutra ccéélulalula, , 
permitindopermitindo a a construconstruççãoão de de estruturasestruturas de dados.de dados.
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OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� ReservaReserva de nova de nova ccéélulalula

cell(Ecell(E))
E: E: expressãoexpressão qualquerqualquer

�� ExemplosExemplos::

{ int a; … }

malloc(sizeof(int));

new MyClass();
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OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� AfectaAfectaççãoão

E := FE := F
E: E: expressãoexpressão queque denotadenota umauma referênciareferência
F: F: expressãoexpressão qualquerqualquer

�� ExemplosExemplos::
i := 2
b[x+2][b[x-2]] = 2
*(p+2) = y
myTable(i,j) = myTable(j,i)
Readln(MyLine);
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OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� DesreferenciaDesreferenciaççãoão

!E!E
E: E: expressãoexpressão queque denotadenota umauma referênciareferência

�� ExemplosExemplos::
i := !i + 1 (linguagem ML)
*p (linguagem C)

i = i + 1 (linguagem C)
i++ (linguagem C)



21

LP2 2005/06 121© Luis Caires

OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� DesreferenciaDesreferenciaççãoão

!E!E
E: E: expressãoexpressão queque denotadenota umauma referênciareferência

�� ExemplosExemplos::
i := !i + 1 (linguagem ML)
*p (linguagem C)

i = i + 1 (linguagem C)
i++ (linguagem C)

valorvalor

referênciareferência

referênciareferência

LP2 2005/06 122© Luis Caires

LL--Value e RValue e R--ValueValue
�� Se Se umauma expressãoexpressão E tem E tem porpor valor valor umauma referênciareferência, , 

a a maiormaior parteparte dasdas linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão
interpretainterpreta E de forma E de forma dependentedependente do do contextocontexto

E := 2E := 2
�� ((LLefteft--ValueValue) ) ÀÀ ““esquerdaesquerda”” do do ssíímbolombolo de de afectaafectaççãoão, , 

denotadenota o o seuseu valor valor efectivoefectivo ((queque éé umauma referênciareferência))
E := E + 1E := E + 1

�� ((RRightight--ValueValue) ) ÀÀ ““direitadireita”” do do ssíímbolombolo de de afectaafectaççãoão, , 
denotadenota o o conteconteúúdodo dada ccéélulalula referidareferida, , evitandoevitando--se se 
escreverescrever a a desreferenciadesreferenciaççãoão explexplíícitacita

E := !E + 1E := !E + 1
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LL--Value e RValue e R--ValueValue
�� Se Se umauma expressãoexpressão E tem E tem porpor valor valor umauma referênciareferência, , 

a a maiormaior parteparte dasdas linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão
interpretainterpreta E de E de maneiramaneira dependentedependente do do contextocontexto..

A[A[2]] := A[2] + 1A[A[2]] := A[2] + 1

�� A A terminologiaterminologia ““LL--ValueValue”” e e ““RR--ValueValue”” nãonão éé muitomuito
felizfeliz. . PorPor exemploexemplo, , nana expressãoexpressão acimaacima as as duasduas
subexpressõessubexpressões dada forma A[2], forma A[2], umauma àà esquerdaesquerda e e 
outraoutra àà direitadireita, , sãosão ambasambas desreferenciadasdesreferenciadas
implicitamenteimplicitamente..
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DesreferenciaDesreferenciaççãoão
�� A A operaoperaççãoão de de desreferenciadesreferenciaççãoão !E !E tornatorna a a 

interpretainterpretaççãoão dos dos programasprogramas maismais precisaprecisa e e evitaevita
qualquerqualquer ambiguidadeambiguidade..

A[!A[2]] := !A[2] + 1A[!A[2]] := !A[2] + 1

�� PorPor outrooutro ladolado, , podepode argumentarargumentar--se se queque tornatorna osos
programasprogramas muitomuito maismais difdifííceisceis de de lerler. . 

�� A A desreferenciadesreferenciaççãoão implimplíícitacita podepode ser vista ser vista comocomo
umauma operaoperaççãoão de de coercoerççãoão ((conversãoconversão / / castcast).).
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OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� TodasTodas as as declaradeclaraççõesões e e usosusos de de varivariááveisveis mutmutááveisveis

podempodem exprimirexprimir--se se usandousando as as primitivasprimitivas
newvarnewvar( _ )( _ ) instanciainstanciaççãoão
freefree( _ )( _ ) libertalibertaççãoão
_ := _ _ := _ afectaafectaççãoão
! _! _ desreferenciadesreferenciaççãoão

{ /* linguagem C */ decl
const int k = 2; k = 2
int a = k; a = newvar(k)
int b = a + 2; b = newvar(!a+2)
… b = a * b … in    … b := !a * !b …

} free(a); free(b) end
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OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� TodasTodas as as declaradeclaraççõesões e e usosusos de de varivariááveisveis mutmutááveisveis

podempodem exprimirexprimir--se se usandousando as as primitivasprimitivas
cellcell( _ )( _ ) instanciainstanciaççãoão
freefree( _ )( _ ) libertalibertaççãoão
_ := _ _ := _ afectaafectaççãoão
! _! _ desreferenciadesreferenciaççãoão

{ /* linguagem C */ decl
const int k = 2; k = 2
int a = k; a = newvar(k)
int b = a + 2; b = newvar(!a+2)
… b = a * b … in    … b := !a * !b …

} free(a); free(b) end
libertalibertaççãoão implimplíícitacita ((dasdas ccéélulaslulas

atribuatribuíídasdas aosaos ids a e b)ids a e b)
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OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� TodasTodas as as declaradeclaraççõesões e e usosusos de de varivariááveisveis mutmutááveisveis

podempodem exprimirexprimir--se se usandousando as as primitivasprimitivas
cellcell( _ )( _ ) instanciainstanciaççãoão
freefree( _ )( _ ) libertalibertaççãoão
_ := _ _ := _ afectaafectaççãoão
! _! _ desreferenciadesreferenciaççãoão

{ /* linguagem C */ decl
int k = 2; k = newvar(2)
int &a = k; a = newvar(k)
… a = k+a … in    … !a := !k+!!a …

} free(k); free(a) end
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OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� TodasTodas as as declaradeclaraççõesões e e usosusos de de varivariááveisveis mutmutááveisveis

podempodem exprimirexprimir--se se usandousando as as primitivasprimitivas
newvarnewvar( _ )( _ ) instanciainstanciaççãoão
freefree( _ )( _ ) libertalibertaççãoão
_ := _ _ := _ afectaafectaççãoão
! _! _ desreferenciadesreferenciaççãoão

{ /* linguagem C */ decl
int k = 2; k = newvar(2)
int &a = k; a = newvar(k)
int b = a; b = newvar(!!a)
… a = k+b … in    … !a := !k+!b …

} free(k); free(a); free(b) end
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OperaOperaççõesões ImperativasImperativas
�� TodasTodas as as declaradeclaraççõesões e e usosusos de de varivariááveisveis mutmutááveisveis

podempodem exprimirexprimir--se se usandousando as as primitivasprimitivas
newvarnewvar( _ )( _ ) instanciainstanciaççãoão
freefree( _ )( _ ) libertalibertaççãoão
_ := _ _ := _ afectaafectaççãoão
! _! _ desreferenciadesreferenciaççãoão

{ /* linguagem C */ decl
int k = 2; k = newvar(2)
int *a = &k; a = newvar(k)
… k = k+*a … in    … k := !k+!a …

} free(k); free(a) end
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Tempo de Vida (de Tempo de Vida (de umauma ccéélulalula))
�� O O tempo de tempo de vidavida de de umauma ccéélulalula éé o tempo o tempo queque

medeiamedeia entreentre a a suasua criacriaççãoão / / reservareserva usandousando
newvarnewvar(_) (_) e a e a suasua libertalibertaççãoão usandousando freefree(_)(_)..

�� EmEm muitasmuitas situasituaççõesões, o tempo de , o tempo de vidavida dada ccéélulalula
concideconcide com o com o âmbitoâmbito do(sdo(s) ) seu(sseu(s) ) identificadoridentificador..

/* linguagem C */
{ int * f (int j) {

int k = 2; int k = j;
… return &k;

} }

libertalibertaççãoão implimplíícitacita (de (de cell(kcell(k) )) )

reservareserva (de (de cell(kcell(k) )) )
reservareserva (de (de cell(kcell(k) )) )

libertalibertaççãoão implimplíícitacita (de (de cell(kcell(k) )) )
((retornaretorna ““dangling pointerdangling pointer””))
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Tempo de VidaTempo de Vida
�� O O tempo de tempo de vidavida de de umauma ccéélulalula éé o tempo o tempo queque

medeiamedeia entreentre a a suasua criacriaççãoão / / reservareserva usandousando
newvarnewvar(_) (_) e a e a suasua libertalibertaççãoão usandousando freefree(_)(_)..

�� NoutrasNoutras situasituaççõesões, o tempo de , o tempo de vidavida dada ccéélulalula
extravasaextravasa o o âmbitoâmbito do(sdo(s) ) seu(sseu(s) ) identificadoridentificador..

/* linguagem C */ /* Java */
{ Integer foo (int j) {

static int k = 2; Integer k = new Integer(2);
… return k;

} }
O tempo de O tempo de vidavida de de 

cell(kcell(k) ) éé o do o do programaprograma

reservareserva (de (de cell(kcell(k) )) )

libertalibertaççãoão implimplíícitacita (de (de cell(kcell(k) )) )
masmas o o objectoobjecto sobrevivesobrevive aoao blocobloco!!

âmbitoâmbito de kde k

reservareserva de novode novo
objectoobjecto IntegerInteger
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Tempo de VidaTempo de Vida
�� O O tempo de tempo de vidavida de de umauma ccéélulalula éé o tempo o tempo queque

medeiamedeia entreentre a a suasua criacriaççãoão / / reservareserva usandousando
newvarnewvar(_) (_) e a e a suasua libertalibertaççãoão usandousando freefree(_)(_)..

�� NoutrasNoutras situasituaççõesões, o tempo de , o tempo de vidavida dada ccéélulalula
extravasaextravasa o o âmbitoâmbito do(sdo(s) ) seu(sseu(s) ) identificadoridentificador..

/* linguagem C */
{ int * f (int j) {

static int k = 2; int *k = malloc(sizeof(int)); *k=2;
… return k;

} }
O tempo de O tempo de vidavida de de 

cell(kcell(k) ) éé o do o do programaprograma

reservareserva (de (de cell(kcell(k) )) )

libertalibertaççãoão implimplíícitacita (de (de cell(kcell(k) )) )
masmas *k *k sobrevivesobrevive aoao blocobloco!!

âmbitoâmbito de kde k
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LinguagensLinguagens ImperativasImperativas
LinguagensLinguagens dada famfamíílialia do ALGOLdo ALGOL (Pascal, C, (Pascal, C, ……))
AssumemAssumem comocomo princprincíípiopio de de desenhodesenho umauma
separaseparaççãoão muitomuito claraclara, logo , logo aoao nníívelvel sintsintáácticoctico, , 
entreentre expressõesexpressões e e comandoscomandos

�� ExpressõesExpressões::
DenotamDenotam valoresvalores purospuros ((inteirosinteiros, , booleanosbooleanos, , funfunççõesões))
A A avaliaavaliaççãoão de de expressõesexpressões nãonão devedeve terter efeitosefeitos ((lateraislaterais) ) 

�� ComandosComandos
DenotamDenotam efeitosefeitos ((nana memmemóóriaria))
Um Um comandocomando éé executadoexecutado pelopelo efeitoefeito queque produzproduz nana
memmemóóriaria: : representarepresenta umauma acacççãoão..
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UmaUma linguagemlinguagem de de tipotipo ALGOLALGOL
�� DefinidaDefinida com base com base emem duasduas categoriascategorias sintsintáácticascticas: : 

EXP (EXP (expressõesexpressões) e COM () e COM (comandoscomandos))

numnum: : integerinteger →→ EXPEXP
boolbool:: booleanboolean →→ EXPEXP
idid: : stringstring →→ EXPEXP
addadd: : EXPEXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
andand: : EXPEXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
if:if: EXPEXP ×× COM COM ×× COM COM →→ COMCOM
while:while: EXPEXP ×× COM COM →→ COMCOM
assignassign:: EXP EXP ×× EXP EXP →→ COMCOM
seqseq:: COM COM ×× COM COM →→ COMCOM
varvar:: stringstring ×× EXP EXP ×× COM COM →→ COMCOM
constconst:: stringstring ×× EXP EXP ×× COM COM →→ COMCOM
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LinguagensLinguagens ImperativasImperativas
LinguagensLinguagens dada famfamíílialia do MLdo ML
TodasTodas as as construconstruççõesões pertencempertencem a a umauma úúnicanica
categoriacategoria sintsintáácticactica, de , de expressõesexpressões..

�� NestasNestas linguagenslinguagens, , qualquerqualquer expressãoexpressão podepode
potencialmentepotencialmente produzirproduzir um um efeitoefeito laterallateral……

�� PorPor exemploexemplo, , emem OCAML a OCAML a afectaafectaççãoão x := E x := E éé umauma
expressãoexpressão (de (de tipotipo unitunit (a.k.a. (a.k.a. voidvoid)).)).

�� N.B. N.B. ExistemExistem linguagenslinguagens queque combinamcombinam conceitosconceitos! ! 
PorPor exemploexemplo, a , a linguagemlinguagem C, C, contcontéémm expressõesexpressões e e 
comandoscomandos: a : a afectacãoafectacão (x = y) (x = y) éé umauma expressãoexpressão, e , e 
expressõesexpressões podempodem produzirproduzir efeitosefeitos ( i++).( i++).
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ExemploExemplo: A : A linguagemlinguagem microMLmicroML
�� ConsideramosConsideramos umauma ssóó categoriacategoria sintsintáácticactica ((EXPEXP):):

numnum: : integerinteger →→ EXPEXP
boolbool:: booleanboolean →→ EXPEXP
idid: : stringstring →→ EXPEXP
addadd: : EXPEXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
varvar: : EXPEXP →→ EXPEXP
derefderef: : EXPEXP →→ EXPEXP ( !x )( !x )
if:if: EXPEXP ×× EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
while:while: EXPEXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
assignassign:: EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP ( x := y + z )( x := y + z )
seqseq:: EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP ( S1 ; S2 )( S1 ; S2 )
decldecl:: stringstring ×× EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� A A semânticasemântica de de umauma linguagemlinguagem imperativaimperativa podepode

ser ser caracterizadacaracterizada porpor umauma funfunççãoão::

II : P : P ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL x MEMVAL x MEM

P   P   = = FragmentosFragmentos de de programaprograma ((abertosabertos))

ENV   = ENV   = AmbientesAmbientes ((funfunççõesões ID ID →→ VAL)VAL)
MEMMEM = = MemMemóóriasrias
VAL  VAL  = = ValoresValores ((DenotaDenotaççõesões) = () = (boolbool ∪∪ intint ∪∪ refref))

�� TraduzTraduz a a intuiintuiççãoão queque, , emem geralgeral, um , um fragmentofragmento P P 
produzproduz um um valorvalor e e geragera um um efeitoefeito ((nana memmemóóriaria).).
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( num(num(nn) ) , , envenv , , memmem) ) @@ returnreturn ( ( n, n, memmem ))
evaleval( ( idid(s(s)) , , envenv , , memmem)) @@ returnreturn ( ( envenv..FindFind(s(s) ) , , memmem ))))

evaleval( ( true true , , envenv , , memmem) ) @ @ ((TT , , memmem))
evaleval( ( false false , , envenv , , memmem) ) @ @ ((FF , , memmem))
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( add(add(E1,E1, E2E2) ) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[

((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0m0))
((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1))
returnreturn ((v1 + v2 v1 + v2 , , m2m2););

]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( and(and(E1,E1, E2E2) ) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[

((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0m0))
((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1))
returnreturn ((v1 & v2 v1 & v2 , , m2m2););

]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( var(var(EE) ) , , envenv , , m0m0) ) @@

[  [  ((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E( E, , envenv,, m0 m0 ); ); 

((refref, , m2m2) = ) = m1m1.new(.new(v1v1))

returnreturn ((refref, , m2m2); ); ]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( derefderef(E(E)) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[

((v v , , m1m1) = ) = evaleval( E( E, , envenv,, m0m0); ); 

returnreturn ((m1m1.get(.get(vv) , ) , m1m1) ;) ;
]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( assignassign(E1, E2)(E1, E2) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[

((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0m0); ); 
((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1););
m3m3 = = m2m2.set(.set(v1v1, , v2v2) ;) ;

returnreturn ((v1 v1 , , m3m3) ; ) ; ]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( seq(seq(E1, E2E1, E2) ) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[

((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0m0); ); 
((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1); ); 
returnreturn ((v2v2 , , m2m2) ;) ;

]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( if(if(E1, E2, E3E1, E2, E3) ) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[

((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0m0); ); 
ifif ((v1v1 = = TT) ) thenthen ((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m1m1); ); 

elseelse ((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1););
returnreturn ((v2v2 , , m2m2) ; ) ; ]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( while(while(E1, E2E1, E2) ) , , envenv , , m0m0) ) @@

[  [  ((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0 m0 ); ); 

ifif ((v1v1 = = TT) ) thenthen [ ([ (v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1); ); 

returnreturn evaleval( ( whilewhile(E1, E2), (E1, E2), m2m2) ]) ]

else return (else return (FF , , m1m1) ) ]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( while(while(E1, E2E1, E2) ) , , envenv , , m0m0) ) @@

[  [  ((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0 m0 ); ); 

ifif ((v1v1 = = TT) ) thenthen [ ([ (v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1); ); 

returnreturn evaleval( ( whilewhile(E1, E2), (E1, E2), envenv,, m2m2) ]) ]

else return (else return (FF , , m1m1) ) ]]

iteraiteraççãoão interpretadainterpretada emem
termostermos de de recursãorecursão..
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( decl(decl(ss, EI, EB, EI, EB) ) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[ env1ocal env1ocal == envenv..BeginScopeBeginScope();();

((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( EI( EI, , envlocalenvlocal,, m0 m0 ););
envlocalenvlocal..AssocAssoc(s(s, , v1v1););
((v2 v2 , , m2m2) = ) = eval(EBeval(EB, , envlocalenvlocal, m1, m1););
envenv = = envlocalenvlocal. . EndScopeEndScope();();
return (return (v2 v2 , , m2m2) ; ) ; ]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

decldecl a = a = newvarnewvar(2) (2) inin
decldecl b = b = newvarnewvar(!a(!a) ) inin
decldecl c = a c = a inin ((

a := b + 2;a := b + 2;
c := !c + 2c := !c + 2

))
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

decldecl a = a = newvarnewvar(2) (2) inin
decldecl b = b = newvarnewvar(!a(!a) ) inin
decldecl c = a c = a inin ((

a := b + 2;a := b + 2;
c := !c + 2c := !c + 2

))

a e c a e c sãosão aliasesaliases ((sinsinóónimosnimos), ), ouou sejaseja, , 
referemreferem a a mesmamesma ccéélulalula de de memmemóóriaria..
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� A A compilacompilaççãoão de de microMLmicroML podepode ser ser caracterizadacaracterizada

porpor umauma funfunççãoão::

comp: P comp: P ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

P   P   = = FragmentoFragmento de de programaprograma ((abertoaberto))

ENV   ENV   = = AmbienteAmbiente ((funfunççãoão ID ID →→ intint))
AtribuiAtribui a a cadacada identificadoridentificador umauma posiposiççãoão
((nnúúmeromero inteirointeiro) ) nana pilhapilha de de chamadachamada

CodeSeqCodeSeq = = SequênciasSequências de de instruinstruççõesões

LP2 2005/06 152© Luis Caires

CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( num(num(nn) ) , , envenv) ) @@ returnreturn < < ldc.i4ldc.i4 n>n>
comp( comp( idid(s(s)) , , envenv)) @@ returnreturn < < ldlocldloc envenv..FindFind(s(s) ) >>

comp( comp( true true , , envenv) ) @ @ returnreturn < < ldc.i4ldc.i4 11>>
comp( comp( false false , , envenv) ) @ @ returnreturn < < ldc.i4ldc.i4 00>>
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Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� ““PrimeirasPrimeiras”” (5) (5) instruinstruççõesões: : ldcldc nn, , addadd, , mulmul, , divdiv, , subsub..
�� Load Constant (Load Constant (ldcldc nn))

ldcldc nn

nn

topotopo dada PilhaPilha

LP2 2005/06 154© Luis Caires

Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� EstruturasEstruturas principaisprincipais dada mmááquinaquina virtual do CLRvirtual do CLR

ES:ES: guardaguarda resultadosresultados temportemporááriosrios durantedurante a a avaliaavaliaççãoão
de de expressõesexpressões;;
CS:CS: guardaguarda varivariááveisveis locaislocais e e endereendereççosos de de retornoretorno;;
Heap:Heap: guardaguarda objectosobjectos e e outrasoutras entidadesentidades dinâmicasdinâmicas

PilhaPilha de de AvaliaAvaliaççãoão
(Evaluation Stack)(Evaluation Stack)

PilhaPilha de de ChamadaChamada
(Call Stack)(Call Stack)

MemMemóóriaria GlobalGlobal
(Heap)(Heap)

add, add, …… call, call, …… new, new, ……
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Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� Segundo Segundo ““lotelote”” de de instruinstruççõesões::

ldlocldloc n
Empilha no ES o conteúdo da variável local na posição n

stlocstloc n
Desempilha o topo do ES e guarda-o na variável local na
posição n

poppop
Desempilha o topo do ES, descartando-o.

brfalsebrfalse label
Desempilha o topo do ES e continua a execução a partir
de label, se o valor desempilhado for zero.

brbr label
Continua a execução a partir da label label.
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( add(add(E1,E1, E2E2) ) , , envenv) ) @@
[[

s1s1 = comp( E1= comp( E1, , envenv))
s2s2 = comp( E2= comp( E2, , envenv))

returnreturn s1s1 @ @ s2s2 @ @ < < add add >>
]]
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( and(and(E1,E1, E2E2) ) , , envenv) ) @@
[[

s1s1 = comp( E1= comp( E1, , envenv))

s2s2 = comp( E2= comp( E2, , envenv))

returnreturn s1s1 @ @ s2s2 @ @ < < and and >>
]]
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( newvar(newvar(EE) ) , , envenv) ) @@
[ [ 

s1s1 = = comp(Ecomp(E, , envenv); ); 
s2 = s1 s2 = s1 @ @ < < newobjnewobj instance void Cell::.ctor(int32)instance void Cell::.ctor(int32) >>
returnreturn s2s2;;

]]
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Common Language RuntimeCommon Language Runtime
�� TerceiroTerceiro ““lotelote”” de de instruinstruççõesões::

–– newobjnewobj constructor-spec
Empilha no ES uma referência para um novo objecto, 
criado no Heap, e tal como especificado pelo constructor.
Exemplo:

newobj instance void Cell::.ctor(int32)

–– callvirtcallvirt method-spec
Chama o método method, os argumentos e objecto são
desempilhados do topo do ES.
Exemplo:

ldloc.4 // load object reference
ldc.i4.s 2 // load parameter value
callvirt instance int Cell::set(int32) // call set method
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ImplementaImplementaççãoão dada ““MemMemóóriaria””
�� RepresentaRepresentaççãoão dasdas ccéélulaslulas de de memmemóóriaria, a , a definirdefinir

no no ambienteambiente de de suportesuporte àà execuexecuççãoão ((Runtime Runtime 
support systemsupport system), ), programadoprogramado emem C# (C# (poderiapoderia ser ser 
programadoprogramado directamentedirectamente emem MSIL!).MSIL!).

public classpublic class Cell {Cell {
intint v;v;
publicpublic Cell(intCell(int n) { v = n; }n) { v = n; }
publicpublic intint get() { get() { returnreturn v; }v; }
publicpublic intint set(set(intint n) { v = n; return v,}n) { v = n; return v,}

}}
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( deref(deref(EE) ) , , envenv) ) @@
[ [ 

s1s1 = comp( E= comp( E, , envenv); ); 
s2 = s1 s2 = s1 @ @ < < callvirtcallvirt instance int32 instance int32 Cell::getCell::get()() >>
returnreturn s2s2;;

]]
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

complcompl( ( assignassign(E1, E2)(E1, E2) , , envenv) ) @@
[[

s1s1 = comp( E1= comp( E1, , envenv); ); 
s2s2 = comp( E2= comp( E2, , envenv););
s3 = s1 s3 = s1 @@ s2 s2 @@ < < callvirtcallvirt instance instance intint Cell::set(int32)Cell::set(int32) >>
returnreturn s3s3 ;;

]]
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( seq(seq(E1, E2E1, E2) ) , , envenv ) ) @@
[[

s1 s1 = comp( E1= comp( E1, , envenv); ); 

s2 s2 = comp( E2= comp( E2, , envenv); ); 
returnreturn s1s1 @ @ < < pop pop >> @ @ s2s2 ;;

]]

DescartarDescartar o valor de E1o valor de E1
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( if(if(E1, E2, E3E1, E2, E3) ) , , envenv) ) @@
[[

s1s1 = comp( E1= comp( E1, , envenv);  );  s2s2 = comp( E2= comp( E2, , envenv); ); 

s3s3 = comp( E3= comp( E3, , envenv););

returnreturn s1 s1 @@ < < brfalsebrfalse L1 L1 >>

@ @ s2 s2 < < brbr L2 L2 >> @@ < < L1L1: > : > s3 s3 @@ < < L2L2: : nopnop >> ]]
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( while(while(E1, E2E1, E2) ) , , envenv) ) @@
[[

s1s1 = comp( E1= comp( E1, , envenv);  );  s2s2 = comp( E2= comp( E2, , envenv); ); 

returnreturn < < L1L1: > : > s1 s1 @@ < < brfalsebrfalse L2 L2 >>

@ @ s2 s2 < < pop; pop; brbr L1 L1 >> @@ < < L2L2:  :  push 0push 0>> ]]
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( decl(decl(ss, EI, EB, EI, EB) ) , , envenv) ) @@
[[ env1ocal env1ocal == envenv..BeginScopeBeginScope();();

s1s1 = comp( EI= comp( EI, , envlocalenvlocal););
pospos = = envenv..getNumDeclsgetNumDecls();();
envlocalenvlocal..AssocAssoc(s(s, , pospos););
s2s2 = = eval(EBeval(EB, , envlocalenvlocal););
envenv = = envlocalenvlocal. . EndScopeEndScope();();
return return s1 s1 @@ < < stlocstloc pospos > > @ @ s2s2; ; ]]
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo comp comp parapara traduzirtraduzir o valor de o valor de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

comp : comp : microMLmicroML ×× ENV ENV →→ CodeSeqCodeSeq

comp( comp( decl(decl(ss, EI, EB, EI, EB) ) , , envenv) ) @@
[[ env1ocal env1ocal == envenv..BeginScopeBeginScope();();

s1s1 = comp( EI= comp( EI, , envlocalenvlocal););
pospos = = envenv..getNumDeclsgetNumDecls();();
envlocalenvlocal..AssocAssoc(s(s, , pospos););
s2s2 = = eval(EBeval(EB, , envlocalenvlocal););
envenv = = envlocalenvlocal. . EndScopeEndScope();();
return return s1 s1 @@ < < stlocstloc pospos > > @ @ s2s2; ; ]]

NNúúmeromero de de ligaligaççõesões
no no ambienteambiente envenv
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� O O nnúúmeromero de de varivariááveisveis locaislocais necessnecessááriasrias éé igualigual àà

profundidadeprofundidade lexical do lexical do programaprograma ((ouou sejaseja, o , o 
nnúúmeromero mmááximoximo de de declaradeclaraççõesões encaixadasencaixadas).).

.locals init(.locals init(
objectobject V_1,V_1,
object object V_2,V_2,
……
……
object object V_nV_n))

n = n = NNúúmeromero mmááximoximo de de ligaligaççõesões
no no ambienteambiente durantedurante a a 

compilacompilaççãoão

DirectivaDirectiva parapara o assembler CLR o assembler CLR reservarreservar
espaespaççoo parapara varivariááveisveis temportemporááriasrias
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� ExemploExemplo 11

decldecl
a = 2a = 2

inin
a + 4a + 4

.locals(object V_0)

ldc.i4 2

stloc.0

ldloc.0

ldc.i4 4

add

// <epilogo>
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� ExemploExemplo 22

((decldecl x = 2x = 2
in in x + 4) *x + 4) *

((decldecl y = 3y = 3
in in y + y)y + y)

�� DuranteDurante a a compilacompilaççãoão de de ““x+4x+4”” temtem--se se Env(Env(““xx””)=0)=0
�� DuranteDurante a a compilacompilaççãoão de de ““y+yy+y”” temtem--se se Env(Env(““yy””)=0)=0

ldc.i4 3 // 3

stloc.0 // init y

ldloc.0 // fetch y

ldloc.0 // fetch y

add

mul

// <epilogo>

.locals(object V_0)

ldc.i4 2 // 2

stloc.0 // init x

ldloc.0 // fetch x

ldc.i4 4 // 4

add // x + 4
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� ExemploExemplo 33

decldecl x = 2x = 2
in in decldecl y = 3y = 3

in in x + yx + y

�� DuranteDurante a a compilacompilaççãoão de de ““x+yx+y””
temtem--se se Env(Env(““xx””)=0 e )=0 e Env(Env(““yy””)=1.)=1.

.locals(  object V_0,

object V_1)

ldc.i4 2 // 2

stloc.0 // init x

ldc.i4 // 3

stloc.1 // init y

ldloc.0 // fetch x

ldloc.1 // fetch y

add
// <epilogo>
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� ExemploExemplo 33

decldecl x = newvar(2)x = newvar(2)
in in decldecl y = 3y = 3

in !in !x + yx + y

�� DuranteDurante a a compilacompilaççãoão de de ““x+yx+y””
temtem--se se Env(Env(““xx””)=0 e )=0 e Env(Env(““yy””)=1.)=1.

�� DuranteDurante a a execuexecuççãoão,, V_0 V_0 vaivai
conterconter umauma referênciareferência parapara
umauma ccéélulalula ((objectoobjecto de de classeclasse Cell),Cell),
e V_1 um valor e V_1 um valor inteirointeiro..

.locals(  object V_0,

object V_1)

ldc.i4 2 // 2

new Cell // create cell

stloc.0 // init x

ldc.i4 // 3

stloc.1 // init y

ldloc.0 // fetch x

callvirt Cell::get // deref

ldloc.1 // fetch y

add
// <epilogo>
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� ExemploExemplo 33

decldecl x = newvar(2)x = newvar(2)
in in decldecl y = 3y = 3

in in x := y + 10x := y + 10

�� DuranteDurante a a compilacompilaççãoão de de ““x+yx+y””
temtem--se se Env(Env(““xx””)=0 e )=0 e Env(Env(““yy””)=1.)=1.

�� DuranteDurante a a execuexecuççãoão,, V_0 V_0 vaivai
conterconter umauma referênciareferência parapara
umauma ccéélulalula ((objectoobjecto de de classeclasse Cell),Cell),
e V_1 um valor e V_1 um valor inteirointeiro..

.locals(  object V_0,

object V_1)

ldc.i4 2 // 2

new Cell // create cell

stloc.0 // init x

ldc.i4 3 // 3

stloc.1 // init y

ldloc.0 // fetch x (cell ref)

ldloc.1 // fetch y

ldc.i4 // 10

add

callvirt Cell::set // assign

// <epilogo>
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CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� ExemploExemplo 44

decldecl a = a = newvarnewvar(2) (2) inin
decldecl b = b = newvarnewvar(!a(!a) ) inin
decldecl c = a c = a inin ((

a := b + 2;a := b + 2;
c := !c + 2c := !c + 2

))

.locals(   object V_0,

object V_1,

object V_2)

ldc.i4 2 // 2

new Cell // create cell

stloc.0 // init a

ldloc.0 // fetch a

callvirt Cell:get // deref

new Cell // create cell

stloc.1 // init b

ldloc.0 // fetch a (cell ref)

stloc.2 // init c

ldloc.0 // a

ldloc.1 // b

ldc.i4 2 // 2

add

callvirt Cell:set // assign

pop // discard

ldloc.2 // fetch c

ldloc.2 // fetch c

callvirt Cell:get // deref

ldc.i4 2 // 2

add

callvirt Cell:set // assign

// <epilogo>



30

LP2 2005/06 175© Luis Caires

CompilaCompilaççãoão de de microMLmicroML
�� ExemploExemplo 44

decldecl s = s = newvarnewvar(0) (0) inin ((
decldecl b = b = newvarnewvar(100) (100) inin

whilewhile ( b > 0 ) ( b > 0 ) dodo
s := !s + !b;s := !s + !b;
b := !b b := !b –– 1:1:

endend;;
!s )!s )

.locals(   object V_0,

object V_1)

ldc.i4 0 // 0

new Cell // create cell

stloc.0 // init s

ldc.i4 0 // 100

new Cell // create cell

stloc.1 // init b

L00:

ldloc.1 // fetch b

ldc.i4 0 // 0

cgt

brfalse L01:// done!

ldloc.0 // s

ldloc.0 // s

callvirt Cell:get // deref

ldloc.0 // b

callvirt Cell:get // deref

add

callvirt Cell:set // assign

pop // discard

ldloc.1 // b

ldloc.1 // b

callvirt Cell:get // deref

ldc.i4 1 // 1

sub

callvirt Cell:set // assign

pop

br L00 // loop

L01: …

// <epilogo> LP2 2005/06 176© Luis Caires

SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� A A funfunççãoão semânticasemântica

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEMMEM

estestáá indefinidaindefinida emem vvááriasrias situasituaçções.[Quaisões.[Quais?]?]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� A A funfunççãoão semânticasemântica

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEMMEM

estestáá indefinidaindefinida emem vvááriasrias situasituaçções.[Quaisões.[Quais?]?]

AritmAritmééticatica com com valoresvalores queque nãonão sãosão inteirosinteiros::

( ( truetrue + 2 )+ 2 )

decldecl v = newvar(2) v = newvar(2) inin v + 2 v + 2 endend
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� A A funfunççãoão semânticasemântica

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEMMEM

estestáá indefinidaindefinida emem vvááriasrias situasituaçções.[Quaisões.[Quais?]?]

OperaOperaççõesões llóógicasgicas com com valoresvalores nãonão booleanosbooleanos::

( 2 ( 2 andand (2 > (2 > myconstmyconst))))

ifif newvar(2) newvar(2) thenthen mynummynum := 2 := 2 elseelse mynummynum := 0:= 0
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� A A funfunççãoão semânticasemântica

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEMMEM

estestáá indefinidaindefinida emem vvááriasrias situasituaçções.[Quaisões.[Quais?]?]

((TentativasTentativas de) de) acessoacesso a a memmemóóriaria com com valoresvalores queque
nãonão sãosão referênciasreferências::

decldecl x = 2 x = 2 inin x := x + 1 x := x + 1 endend
decldecl x = 2 x = 2 inin 2 + !x 2 + !x endend
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão ““qualquerqualquer”” dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : CALCI : CALCI ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEMMEM

�� HumHum…… a a semânticasemântica definidadefinida porpor evaleval éé parcialparcial..
A A funfunççãoão evaleval podepode ser ser tornadatornada totaltotal introduzindointroduzindo um valor um valor 
especial especial errorerror, , queque denotadenota as as computacomputaççõesões ““semsem sentidosentido””..

VAL = VAL = ValoresValores ((DenotaDenotaççõesões) = () = (boolbool ∪∪ intint ∪∪ ref ref ∪∪ {{errorerror}}))

PredicadosPredicados parapara testartestar o o domdomíínionio de um valor de um valor v v ∈∈ VAL :VAL :

is_integer(vv); is_boolean(vv); is_reference(vv); is_error(vv);
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : CALCI : CALCI ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( add(add(E1,E1, E2E2) ) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[

((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0m0););
((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1););
if (is_integer(if (is_integer(v1v1) & is_integer() & is_integer(v2v2))))

then then returnreturn ((v1 + v2 v1 + v2 , , m2m2););
else else returnreturn ((error , , m2m2););

]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : CALCI : CALCI ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

evaleval( ( assignassign(E1, E2)(E1, E2) , , envenv , , m0m0) ) @@
[[ ((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0m0); ); 

((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m2m2););
ifif (is_reference((is_reference(v1v1))))

thenthen [[m3m3 = = m2m2.set(.set(v1v1, , v2v2) ; ) ; returnreturn ((v1 v1 , , m3m3) ];) ];
else returnelse return ((error , , m2m2); ); 

]]
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SemânticaSemântica de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : CALCI : CALCI ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEMMEM

evaleval( ( if(if(E1, E2, E3E1, E2, E3) ) , , envenv , , m0m0) ) @@
[ [ ((v1 v1 , , m1m1) = ) = evaleval( E1( E1, , envenv,, m0m0); ); 
ifif ((notnot is_boolean(is_boolean(v1v1)) )) thenthen returnreturn ((error, , m1m1))

elseelse [ [ ifif ((v1v1 = = TT))
thenthen ((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E2( E2, , envenv,, m1m1); ); 
elseelse ((v2 v2 , , m2m2) = ) = evaleval( E3( E3, , envenv,, m1m1); ); 
returnreturn ((v2v2 , , m2m2) ;]) ;]

]]
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SistemasSistemas de de TiposTipos (1)(1)
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AnAnááliselise EstEstááticatica
�� A A ananááliselise estestááticatica éé umauma forma de forma de interpretainterpretaççãoão

““abstractaabstracta”” queque garantegarante certascertas (boas) (boas) propriedadespropriedades
dada interpretainterpretaççãoão ““concretaconcreta”” pretendidapretendida..

�� A A contrcontrááriorio dada avaliaavaliaççãoão, , queque podepode nãonão terminarterminar, a , a 
ananááliselise estestááticatica de um de um programaprograma terminatermina sempresempre..

�� A A propriedadespropriedades garantidagarantida pelapela ananááliselise éé a a ausênciaausência
de (de (certoscertos tipostipos de) de) erroserros durantedurante a a execuexecuççãoão..

�� A A ttéécnicacnica predominantepredominante de de ananááliselise estestááticatica éé a a 
verificaverificaççãoão de de tipostipos (type checking).(type checking).
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DuasDuas SemânticasSemânticas
�� AlgoritmoAlgoritmo evaleval parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

evaleval : : microMLmicroML ×× ENV ENV ×× MEM MEM →→ VAL VAL ×× MEM MEM 

�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma expressãoexpressão
qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typechktypechk : : microMLmicroML ×× TENV TENV →→ TYPETYPE

TENV : ID  TENV : ID  →→ TYPETYPE

TYPE = (TYPE = (tipostipos) = { ) = { int, , bool, , ref[TYPE], , none }}

�� A A funfunççãoão typchktypchk podepode ser vista ser vista comocomo um um interpretadorinterpretador queque
avaliaavalia um um programaprograma de de acordoacordo com com umauma semânticasemântica
especial, especial, maismais abstractaabstracta, (, (emem queque osos ““tipostipos”” sãosão ““valoresvalores””).).
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TiposTipos parapara microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typechktypechk : : microMLmicroML ×× ENV  ENV  →→ TYPETYPE

TYPE = (TYPE = (tipostipos) = { ) = { int, , bool, , ref[TYPE], none }}

� int éé o o tipotipo dos dos valoresvalores inteirosinteiros..

� bool éé o o tipotipo dos dos valoresvalores booleanosbooleanos..
� ref[T ] éé o o tipotipo dasdas referênciasreferências parapara ccéélulaslulas queque ssóó podempodem

conterconter valoresvalores de de tipotipo TT. . ExemploExemplo: : rref[ref[int]] éé o o tipotipo dasdas
referênciasreferências parapara ccéélulaslulas queque ssóó podempodem conterconter referênciasreferências
parapara ((ccéélulaslulas) com ) com valoresvalores inteirosinteiros..

� none éé o o ““tipotipo”” dasdas expressõesexpressões indefinidasindefinidas..
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typchktypchk : : microMLmicroML ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( num(num(nn) ) , , tenvtenv) ) @@ returnreturn intint ;;
typchktypchk( ( idid(s(s)) , , tenvtenv) ) @@ returnreturn envenv..FindFind(s(s) ;) ;

typchktypchk( ( true true , , tenvtenv) ) @ @ returnreturn boolbool ;;
typchktypchk( ( false false , , tenvtenv) ) @ @ returnreturn boolbool ;;
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typchktypchk : : microMLmicroML ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( add(add(E1,E1, E2E2) ) , , tenvtenv ) ) @@
[[

t1t1 =  =  typchktypchk ( E1( E1, , tenvtenv))
t2t2 =  =  typchktypchk ( E2( E2, , tenvtenv))
ifif ((t1 t1 == == intint ) ) andand ((t2 t2 == == intint ))

then returnthen return intint
else returnelse return none none ; ; ]]
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typchktypchk : : microMLmicroML ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( and(and(E1,E1, E2E2) ) , , tenvtenv ) ) @@
[ [ t1t1 =  =  typchktypchk ( E1( E1, , tenvtenv))

t2t2 =  =  typchktypchk ( E2( E2, , tenvtenv))
ifif ((t1 t1 == == boolbool ) ) andand ((t2 t2 == == boolbool ))

then returnthen return boolbool
else returnelse return none none ; ; ]]
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara determinardeterminar o o tipotipo de de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typchktypchk : : microMLmicroML ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( assignassign(E1, E2)(E1, E2) , , tenvtenv ) ) @@
[ [ t1t1 = = typchktypchk( E1( E1, , tenvtenv ); ); 

t2t2 = = typchktypchk( E2( E2, , tenvtenv ););
ifif ((t1t1 == == ref[ref[t2t2]]))

then returnthen return t2t2;;
else returnelse return nonenone ; ; ]]
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typchktypchk : : microMLmicroML ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( if(if(E1, E2, E3E1, E2, E3) ) , , tenvtenv ) ) @@
[ [ t1t1 = = typchktypchk( E1( E1, , tenvtenv ); ); 
ifif ( ( t1 t1 != != boolbool) ) then return then return nonenone

elseelse [ [ t2t2 = = typchktypchk( E2( E2, , tenvtenv ); ); 
t3t3 = = typchktypchk( E3( E3, , tenvtenv ););
ifif ((t2 t2 == == nonenone ) ) oror ((t3 t3 == == nonenone ) ) oror ((t2 t2 != != t3t3) ) 
then return then return nonenone
else returnelse return t2t2; ; ]]
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� Compare com o Compare com o casocaso if if do do algoritmoalgoritmo evaleval ((slideslide 124). 124). AquiAqui::

Os Os ““ramosramos”” E2E2 e e E3E3 sãosão ambosambos analisadosanalisados..
ImpõeImpõe--se (se (comocomo restrirestriççãoão) ) t2 t2 == == t3 t3 . [. [PorquêPorquê?]?]

typchktypchk( ( if(if(E1, E2, E3E1, E2, E3) ) , , tenvtenv ) ) @@
[ [ t1t1 = = typchktypchk( E1( E1, , tenvtenv ); ); 
ifif ( ( t1 t1 != != boolbool) ) then return then return nonenone

elseelse [ [ t2t2 = = typchktypchk( E2( E2, , tenvtenv ); ); 
t3t3 = = typchktypchk( E3( E3, , tenvtenv ););
ifif ((t2 t2 == == nonenone ) ) oror ((t3 t3 == == nonenone ) ) oror ((t2 t2 != != t3t3) ) 
then return nonenone
else returnelse return t2t2; ; ]]
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typchktypchk : : microMLmicroML ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( while(while(E1, E2E1, E2) ) , , tenvtenv ) ) @@
[ [ t1t1 = = typchktypchk( E1( E1, , tenvtenv ); ); 
ifif ( ( t1 t1 != != boolbool) ) then return then return nonenone

else else [  [  t2t2 = = typchktypchk( E2( E2, , tenvtenv ); ); 
ifif ((t2 t2 == == nonenone ) ) then return then return nonenone

else return else return boolbool ] ] 
]]
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� Compare com o Compare com o casocaso while while do do algoritmoalgoritmo evaleval. . AquiAqui::

O O ““ramoramo”” E2E2 éé sempresempre analisadoanalisado exactamenteexactamente umauma vezvez..
ImpõeImpõe--se se comocomo tipotipo o o tipotipo boolbool. [. [PorquêPorquê?]?]

typchktypchk( ( while(while(E1, E2E1, E2) ) , , tenvtenv ) ) @@
[ [ t1t1 = = typchktypchk( E1( E1, , tenvtenv ); ); 
ifif ( ( t1 t1 != != boolbool) ) then return then return nonenone

else else [  [  t2t2 = = typchktypchk( E2( E2, , tenvtenv ); ); 
ifif ((t2 t2 == == nonenone ) ) then return nonenone

else return else return boolbool ] ] 
]]
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TipificaTipificaççãoão de de microMLmicroML
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem microMLmicroML::

typchktypchk : : microMLmicroML ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( decl(decl(ss, EI, EB, EI, EB) ) , , envenv ) ) @@
[[ env1ocal env1ocal == envenv..BeginScopeBeginScope();();

t1t1 = = typchktypchk( EI( EI, , envlocalenvlocal););
envlocalenvlocal..AssocAssoc(s(s, , t1t1););
t2t2 = = typchk(EBtypchk(EB, , envlocalenvlocal););
envenv = = envlocalenvlocal. . EndScopeEndScope();();
returnreturn t2 t2 ; ; ]]
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CorrecCorrecççãoão dada TipificaTipificaççãoão
�� PodemosPodemos verificarverificar queque, , parapara todotodo o o programaprograma

miniMLminiML P, e P, e ambienteambiente envenv queque cubracubra todostodos osos
identificadoresidentificadores livreslivres de P, a de P, a operaoperaççãoão

typchktypchk(P(P, , envenv))
estestáá bembem definidadefinida e e terminatermina sempresempre [[PorquêPorquê?]?]

�� PodemosPodemos tambtambéémm demonstrardemonstrar o o seguinteseguinte teoremateorema, , 
queque relacionarelaciona a a tipificatipificaççãoão com a com a avaliaavaliaççãoão de de 
programasprogramas microML.[ComomicroML.[Como?]?]

TeoremaTeorema: Para : Para todotodo o o programaprograma µµMLML P e P e tipotipo TT,,
Se Se typchktypchk(P,(P,∅∅) = ) = TT entãoentão evaleval(P(P, , ∅∅, , ∅∅) = v ) = v ∈∈ T.T.
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CorrecCorrecççãoão dada TipificaTipificaççãoão
TeoremaTeorema: Para : Para todotodo o o programaprograma µµMLML P e P e tipotipo TT,,
Se Se typchktypchk(P,(P,∅∅) = ) = TT entãoentão evaleval(P(P, , ∅∅, , ∅∅) = v ) = v ∈∈ TT..

EmEm particular, se particular, se typchktypchk(P(P,,∅∅) ) ≠≠ nonenone entãoentão
evaleval(P(P, , ∅∅, , ∅∅) ) ≠≠ errorerror..
OuOu sejaseja::
ouou P P nãonão terminatermina,,
ouou P P terminatermina e e nãonão incorreincorre emem erroserros de de execuexecuççãoão..

““WellWell--typed programs typed programs dondon´́tt go wronggo wrong”” (Robin Milner)(Robin Milner)
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CorrecCorrecççãoão dada TipificaTipificaççãoão
TeoremaTeorema: Para : Para todotodo o o programaprograma µµMLML P e P e tipotipo TT,,
Se Se typchktypchk(P,(P,∅∅) = ) = TT entãoentão evaleval(P(P, , ∅∅, , ∅∅) = v ) = v ∈∈ TT..

EstaEsta propriedadepropriedade éé emem geralgeral conhecidaconhecida comocomo a a 
““consistênciaconsistência do do sistemasistema de de tipostipos””. . GaranteGarante queque

““WWellell--typed programs typed programs dondon´́tt go wronggo wrong”” (Robin Milner)(Robin Milner)

ExistemExistem muitosmuitos programasprogramas P P taistais queque eval(Peval(P, , ∅∅, , ∅∅) = ) = intint
masmas ((infelizmenteinfelizmente) ) typchk(Ptypchk(P, , ∅∅) = error ! [) = error ! [ExemploExemplo?]?]
NãoNão éé posspossíívelvel obterobter sistemassistemas de de tipostipos maismais precisosprecisos, se a , se a 
linguagemlinguagem de de programaprogramaççãoão for Turingfor Turing--completacompleta [[PorquêPorquê?]?]
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Robin MilnerRobin Milner
ACM Turing Award (1991)

For three distinct and complete 
achievements: 
1) LCF, the mechanization of Scott's 
Logic of Computable Functions, 
probably the first theoretically based 
yet practical tool for machine assisted 
proof construction; 
2) ML, the first language to include 
polymorphic type inference together 
with a type-safe exception-handling 
mechanism;
3) CCS, a general theory of 
concurrency. In addition, he 
formulated and strongly advanced full 
abstraction, the study of the 
relationship between operational and 
denotational semantics.
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AbstracAbstracççãoão FuncionalFuncional (1)(1)
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ParametrizaParametrizaççãoão e e AbstracAbstracççãoão
�� A A possibilidadepossibilidade de se de se definiremdefinirem entidadesentidades gengenééricasricas, , 

introduzidasintroduzidas umauma vezvez e e utilizutilizááveisveis vvááriasrias parapara instanciainstanciaççõesões
diferentesdiferentes de de parâmetrosparâmetros, , éé umauma caractercaracteríísticastica fundamental fundamental 
de de todastodas as as linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão::
–– FunFunççõesões / / procedimentosprocedimentos
–– MMéétodostodos
–– TiposTipos paramparaméétricostricos
–– Classes Classes paramparaméétricastricas

�� Os Os mecanismosmecanismos comumscomums emem todostodos estesestes exemplosexemplos sãosão as as 
nonoççõesões de de parametrizaparametrizaççãoão e e abstracabstracççãoão..

�� A A parametrizaparametrizaççãoão e a e a abstracabstracççãoão sãosão essenciaisessenciais àà
modularidademodularidade dos dos programasprogramas, e , e emem algunsalguns casoscasos, , àà
expressividadeexpressividade computacionalcomputacional dasdas linguagenslinguagens..
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ParametrizaParametrizaççãoão
�� ÉÉ o o mecanismomecanismo geralgeral parapara declarardeclarar osos nomesnomes queque

se se queremquerem encararencarar comocomo gengenééricosricos, , destacandodestacando--osos
sintacticamentesintacticamente atravatravééss de de notanotaççãoão convenienteconveniente::
–– Whitehead and Whitehead and RusselRussel:: ^x+1^x+1
–– C: C: intint f(intf(int x) { return x+1;}x) { return x+1;}
–– ML: ML: (fun x (fun x --> x+2)> x+2)
–– Lisp: Lisp: (lambda (x) (add x 1))(lambda (x) (add x 1))
–– CCáálculolculo Lambda (Church): Lambda (Church): λλx.xx.x

�� TecnicamenteTecnicamente, , chamachama--se se abstracabstracççãoão a a umauma
expressãoexpressão sintsintáácticactica, , explicitamenteexplicitamente parametrizadaparametrizada
num num certocerto conjuntoconjunto de de nomesnomes..
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AbstracAbstracççãoão
�� UmaUma abstracabstracççãoão éé umauma expressãoexpressão sintsintáácticactica

constituconstituíídada porpor doisdois elementoselementos fundamentaisfundamentais::
–– As As declaradeclaraççõesões dos dos seusseus parâmetrosparâmetros
–– O O seuseu corpocorpo ((umauma qualquerqualquer expressãoexpressão dada linguagemlinguagem))

�� (x (x →→ x+yx+y))
•• PârametrosPârametros declaradosdeclarados: x; : x; CorpoCorpo: : x+yx+y

�� (y (y →→ (x (x →→ x+yx+y))))
•• PârametrosPârametros declaradosdeclarados: y; : y; CorpoCorpo: (x : (x →→ x+yx+y))

�� ((y,xy,x →→ x+yx+y))
•• PârametrosPârametros declaradosdeclarados: : x,yx,y; ; CorpoCorpo: : x+yx+y

�� UmaUma abstracabstracççãoão representarepresenta umauma funfunççãoão ananóónimanima
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ObservaObservaççõesões
�� As As declaradeclaraççõesões dos dos parâmetrosparâmetros de de umauma abstracabstracççãoão

sãosão ocorrênciasocorrências ligantesligantes dos dos nomesnomes respectivosrespectivos
�� O O âmbitoâmbito dasdas declaradeclaraççõesões dos dos parâmetrosparâmetros éé

((exactamenteexactamente) o ) o corpocorpo dada abstracabstracççãoão
�� Os Os nomesnomes livreslivres dumaduma abstracabstracççãoão sãosão todostodos osos

nomesnomes livreslivres no no seuseu corpocorpo queque nãonão sãosão parâmetrosparâmetros
–– NomesLivres((xNomesLivres((x11,,……,,xxnn →→ E) = NomesLivres(E)E) = NomesLivres(E)\\{x{x11,,……,,xxnn}}
–– NomesLivres((xNomesLivres((x →→ x+yx+y)) = )) = NomesLivres(x+y)NomesLivres(x+y)\\{x{x} = {y}} = {y}

�� O O significadosignificado de de umauma abstracabstracççãoão dependedepende dada
interpretainterpretaççãoão dos dos seusseus nomesnomes livreslivres!!
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EquivalênciaEquivalência--alfaalfa ((==αα))
�� DuasDuas abstracabstracççõesões dizemdizem--se se alfaalfa--equivalentesequivalentes se se 

umauma podepode ser ser obtidaobtida a a partirpartir dada outraoutra atravatravééss dada
renomearenomeaççãoão dos dos seusseus parâmetrosparâmetros, , evitandoevitando
conflitoconflitoss com com osos seusseus nomesnomes livreslivres::

(x (x →→ x+yx+y) ) ==αα (z (z →→ z+yz+y) ) 
(x (x →→ x+yx+y) ) ≠≠αα (y (y →→ y+yy+y))

�� AbstracAbstracççõesões alfaalfa--equivalentesequivalentes sãosão semânticamentesemânticamente
equivalentesequivalentes ((sãosão interpretadasinterpretadas comocomo denotandodenotando a a 
mesmamesma funfunççãoão):):

(x (x →→ x+1) x+1) ==αα (z (z →→ z+1)z+1)

�� PorPor issoisso, um , um interpretadorinterpretador podepode traduzirtraduzir osos nomesnomes
dos dos parâmetrosparâmetros emem algoalgo maismais convenienteconveniente ……
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QueQue denotadenota umauma abstracabstracççãoão??
�� UmaUma abstracabstracççãoão éé umauma expressãoexpressão sintsintáácticactica queque

denotadenota umauma certacerta funfunççãoão..
�� UmaUma funfunççãoão éé umauma entidadeentidade semânticasemântica primitivaprimitiva

queque suportasuporta umauma operaoperaççãoão de de aplicaaplicaççãoão, , taltal comocomo
um valor um valor inteirointeiro éé umauma entidadeentidade semânticasemântica
primitivaprimitiva queque suportasuporta a a operaoperaççãoão de de adiadiççãoão, etc  ..., etc  ...

�� UmaUma linguagemlinguagem podepode suportarsuportar funfunççõesões masmas nãonão
abstracabstracççõesões ((exemploexemplo: C, C++, Pascal): C, C++, Pascal)

�� VVááriasrias linguagenslinguagens suportamsuportam abstracabstracççõesões (ML, (ML, 
Smalltalk, Python, Smalltalk, Python, JavascriptJavascript, Java (, Java (usandousando
objectosobjectos ananóónimosnimos)) )) 
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AbstracAbstracççõesões vs. vs. DeclaraDeclaraççõesões
�� EmEm C e Pascal, as C e Pascal, as expressõesexpressões queque representamrepresentam

funfunççõesões aparecemaparecem sempresempre no no contextocontexto de de umauma
declaradeclaraççãoão::
–– intint f(intf(int x) { return x+1; } x) { return x+1; } ((restoresto do do programaprograma))

�� EmEm ML, o ML, o mecanismomecanismo de de declaradeclaraççãoão estestáá
separadoseparado do do mecanismomecanismo de de abstracabstracççãoão::
–– letlet x=2 x=2 inin ((restoresto do do programaprograma))
–– letlet f = (fun xf = (fun x-->x+1) >x+1) inin ((restoresto do do programaprograma))
–– map (fun xmap (fun x--> x+1) [1;2;3]  = [2;3;4]> x+1) [1;2;3]  = [2;3;4]

�� EmEm ML, as ML, as funfunççõesões sãosão ““cidadãscidadãs de de primeiraprimeira
classeclasse”” (first(first--class citizens)class citizens)
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AbstracAbstracççõesões ((exemplosexemplos))
�� SmalltalkSmalltalk

–– Um Um blocobloco [ :x | E ] [ :x | E ] éé umauma abstracabstracççãoão
–– 1 to: 10 do: [ :i | s 1 to: 10 do: [ :i | s ←← s+is+i ]]

�� AbstracAbstracççõesões emem linguagenslinguagens de de objectosobjectos
–– UmaUma abstracabstracççãoão podepode ser ser representadarepresentada porpor um um objectoobjecto

queque implementaimplementa um um mméétodotodo ““applyapply””
–– ExemploExemplo emem Java:Java:

f = new { f = new { intint apply(intapply(int x) { return x+1; } }  // f  = x) { return x+1; } }  // f  = λλx. x+1x. x+1
v = f.apply(2)v = f.apply(2) // v = (f 2)// v = (f 2)

LP2 2005/06 210© Luis Caires

AbstracAbstracççõesões ((maismais exemplosexemplos))
�� As As abstracabstracççõesões podempodem realizarrealizar--se se nãonão apenasapenas

sobresobre identificadoresidentificadores de de valoresvalores, , masmas tambtambéémm
sobresobre outrasoutras entidadesentidades, , comocomo porpor exemploexemplo tipostipos..

�� C++C++
template <class T> class Stack { int push(const &T); … }

�� Java (5.0)Java (5.0)
interface List<E> { void add(E x); Iterator<E> iterator(); }
interface Iterator<E> { E next(); boolean hasNext(); }
class LinkedList<E> implements List<E> { … } 
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ExemploExemplo: A : A LinguagemLinguagem CALCFCALCF
�� A A linguagemlinguagem CALCF CALCF extendeextende a a linguagemlinguagem CALCI CALCI 

com com funfunççõesões, , representadasrepresentadas porpor abstracabstracççõesões::

�� As As funfunççõesões podempodem ser ser aplicadasaplicadas aoao seuseu
argumentoargumento, , usandousando a a expressãoexpressão de de aplicaaplicaççãoão::

�� SemânticaSemântica pretendidapretendida: Se : Se Expression1Expression1 denotadenota
umauma funfunççãoão f, e f, e Expression2Expression2 denotadenota um valor um valor 
qualquerqualquer v, v, entãoentão Expression1Expression1((Expression2Expression2))
denotadenota o valor o valor queque resultaresulta de de aplicaraplicar f a v.f a v.

(fun Id -> Expression)

Expression1(Expression2)
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ExemploExemplo: A : A LinguagemLinguagem CALCFCALCF
�� Um Um programaprograma simples:simples:

�� Um Um outrooutro exemploexemplo::

�� UmaUma sintaxesintaxe concretaconcreta tipotipo C C traduzidatraduzida emem CALCF:CALCF:

decl f=(fun x -> x+1) in
decl g = (fun y -> f(y)+2) in

decl x = g(2)
in x+x

(fun x -> x+2)(4)

function f(x)= x+1 in
function g(y)= f(y)+2 in

let x = g(2)
in x+x
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A A LinguagemLinguagem CALCFCALCF
�� TipoTipo de dados: CALCFde dados: CALCF
�� ConstrutoresConstrutores::

numnum: : integerinteger →→ CALCFCALCF
idid: : stringstring →→ CALCFCALCF
addadd: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
mulmul: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
divdiv: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
subsub: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
decldecl: : stringstring ×× CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
funfun:: stringstring ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
callcall:: CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
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SemânticaSemântica de CALCF (1)de CALCF (1)
�� A A funfunççãoão semânticasemântica II de CALCF:de CALCF:

II : CALCF : CALCF →→ RESULTRESULT

CALCF   = CALCF   = conjuntoconjunto dos dos programasprogramas abertosabertos
RESULT = RESULT = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados ((denotadenotaççõesões))

�� significadosignificado: : podepode ser um valor ser um valor inteirointeiro ouou umauma
funfunççãoão ((representadarepresentada porpor umauma abstracabstracççãoão):):

RESULT = RESULT = integerinteger + + abstraction + errorabstraction + error
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ResultadosResultados de CALCFde CALCF
�� ApresentaApresentaççãoão dos dos resultadosresultados dada linguagemlinguagem CALCF CALCF 

comocomo um um tipotipo indutivoindutivo

TipoTipo de dados: RESULTde dados: RESULT

ConstrutoresConstrutores::
numnum: : integerinteger →→ RESULTRESULT
abstractionabstraction: : string string ×× CALCF CALCF →→ RESULTRESULT
errorerror:: RESULTRESULT
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InterpretadorInterpretador de CALCF (1)de CALCF (1)
�� AlgoritmoAlgoritmo ““de de referênciareferência”” eval(Eeval(E) ) parapara calcularcalcular o o 

valor de valor de umauma expressãoexpressão fechadafechada E de CALCF:E de CALCF:

evaleval : CALCF : CALCF →→ RESULTRESULT

evaleval( ( num(num(nn) ) ) ) @@ return return nn
evaleval( ( add(E1,E2) add(E1,E2) ) ) @@

return eval(return eval(E1E1) + eval() + eval(E2E2))
……
evaleval( ( decl(sdecl(s, E1, E2), E1, E2)) ) @@ [[

GG == Subst(Subst(E2E2, s, eval(, s, eval(E1E1)); )); 
return return eval(Geval(G); ); ]]
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InterpretadorInterpretador de CALCF (1)de CALCF (1)
�� AlgoritmoAlgoritmo ““de de referênciareferência”” eval(Eeval(E) ) parapara calcularcalcular o o 

valor de valor de umauma expressãoexpressão fechadafechada E de CALCF:E de CALCF:
evaleval : CALCF : CALCF →→ RESULTRESULT

evaleval( ( fun(fun(ss, , E) E) ) ) @@ return return abstraction(abstraction(ss, , E) E) 
evaleval( ( app(E1, E2) app(E1, E2) ) ) @@ [[

argarg = eval(= eval(E2E2););
fun = eval(fun = eval(E1E1););
if Fun = if Fun = abstractionabstraction(param(param, body) then, body) then

G =  G =  Subst(bodySubst(body, , paramparam, , argarg))
return return eval(Geval(G))

else else errorerror ]]
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DefiniDefiniççãoão dada FunFunççãoão SubstSubst

Subst(sSubst(s, , num(num(nn), F ), F ) ) @@ return return num(num(nn););
Subst(sSubst(s, , id(id(ss), F ), F ) ) @@ return return F;F;
Subst(sSubst(s, , add(E1, E2) add(E1, E2) ) ) @@

return return add( add( Subst(sSubst(s, , E1E1,, FF), Subst(s,), Subst(s,E2 E2 ,, FF));));
……
Subst(sSubst(s, , decl(decl(ss, E1, E2), F, E1, E2), F) ) @@

[ G [ G == Subst(sSubst(s, , E1E1, , FF); ); 
return return decl(decl(ss,, GG, , E2E2); ); ]]

Subst(sSubst(s, , decl(decl(ss’’, E1, E2), F, E1, E2), F) ) @@ [[ /* /* casocaso s s ≠≠ ss’’ */*/
G G == Subst(sSubst(s, , E1E1, , FF); ); 
newidnewid = = gen_fresh_idgen_fresh_id();();
E2E2’’ = = Subst(sSubst(s’’, , E2E2, , newidnewid););
return return decl(decl(newlocnewloc,, GG, , Subst(sSubst(s, , E2E2’’, , FF)); )); ]]
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DefiniDefiniççãoão dada FunFunççãoão SubstSubst

Subst(sSubst(s, , num(num(nn), F ), F ) ) @@ return return num(num(nn););
Subst(sSubst(s, , id(id(ss), F ), F ) ) @@ return return F;F;
Subst(sSubst(s, , add(E1, E2) add(E1, E2) ) ) @@

return return add( add( Subst(sSubst(s, , E1E1,, FF), Subst(s,), Subst(s,E2 E2 ,, FF));));
……
Subst(sSubst(s, , decl(decl(ss, E1, E2), F, E1, E2), F) ) @@

[ G [ G == Subst(sSubst(s, , E1E1, , FF); ); 
return return decl(decl(ss,, GG, , E2E2); ); ]]

Subst(sSubst(s, , decl(decl(ss’’, E1, E2), F, E1, E2), F) ) @@ [[ /* /* casocaso s s ≠≠ ss’’ */*/
G G == Subst(sSubst(s, , E1E1, , FF); ); 
newidnewid = = gen_resh_idgen_resh_id();();
E2E2’’ = = Subst(sSubst(s’’, , E2E2, , newidnewid););
return return decl(decl(newlocnewloc,, GG, , Subst(sSubst(s, , E2E2’’, , FF)); )); ]]

RenomeaRenomeaççãoão evitaevita capturacaptura ilegalilegal
de de eventuaiseventuais ocorrênciasocorrências livreslivres

do do identificadoridentificador ss’’ emem FF
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DefiniDefiniççãoão dada FunFunççãoão SubstSubst

Subst(sSubst(s, , app(E1, E2) app(E1, E2) ) ) @@
return return app( app( Subst(sSubst(s, , E1E1,, FF), ), Subst(sSubst(s, , E2E2,, FF));));

Subst(sSubst(s, , abstraction(abstraction(ss, E), F, E), F) ) @@ [[
return return abstraction (abstraction (s,s, EE); ); ]]

Subst(sSubst(s, , abstraction(abstraction(ss’’, E), F, E), F) ) @@ [[ /* /* casocaso s s ≠≠ ss’’ */*/
newargidnewargid = = gen_fresh_idgen_fresh_id();();
EE’’ == Subst(sSubst(s’’, , EE, , newargidnewargid););
return return abstraction(abstraction(newargnewarg,, Subst(sSubst(s, , EE’’, , FF));));

]]
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DefiniDefiniççãoão dada FunFunççãoão SubstSubst

Subst(sSubst(s, , app(E1, E2) app(E1, E2) ) ) @@
return return app( app( Subst(sSubst(s, , E1E1,, FF), ), Subst(sSubst(s, , E2E2,, FF));));

Subst(sSubst(s, , abstraction(abstraction(ss, E), F, E), F) ) @@ [[
return return abstraction (abstraction (s,s, EE); ); ]]

Subst(sSubst(s, , abstraction(abstraction(ss’’, E), F, E), F) ) @@ [[ /* /* casocaso s s ≠≠ ss’’ */*/
newargidnewargid = = gen_fresh_idgen_fresh_id();();
EE’’ == Subst(Subst(EE, s, s’’, , newargidnewargid););
return return abstraction(abstraction(newargnewarg,, Subst(Subst(EE’’, s, , s, FF));));

]]

RenomeaRenomeaççãoão evitaevita capturacaptura ilegalilegal
de de eventuaiseventuais ocorrênciasocorrências livreslivres

do do identificadoridentificador ss’’ emem FF
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InterpretadorInterpretador de CALCF (1)de CALCF (1)
�� ExemploExemplo: : avaliaravaliar o o seguinteseguinte programaprograma, , usandousando a a 

semânticasemântica simples de simples de substituisubstituiççãoão..

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in

decl g = (fun x -> x+f(x)) 
in g(2)
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SemânticaSemântica de CALCF (2)de CALCF (2)
�� A A funfunççãoão semânticasemântica II de CALCF:de CALCF:

II : CALCF : CALCF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT

CALCF   = CALCF   = conjuntoconjunto dos dos programasprogramas abertosabertos
ENV        = ENV        = conjuntoconjunto dos dos ambientesambientes vváálidoslidos
RESULT = RESULT = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados ((denotadenotaççõesões))

�� significadosignificado: : podepode ser um valor ser um valor inteirointeiro ouou umauma
funfunççãoão ((representadarepresentada porpor umauma abstracabstracççãoão):):

RESULT = RESULT = integerinteger + + abstraction + errorabstraction + error
�� N.B. N.B. AmbienteAmbiente associaassocia resultadosresultados a a identificadoresidentificadores

LP2 2005/06 224© Luis Caires

InterpretadorInterpretador de CALCF (2)de CALCF (2)
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E, , envenv) ) parapara calcularcalcular a a denotadenotaççãoão

(valor (valor inteirointeiro) de ) de umauma expressãoexpressão E de CALCF:E de CALCF:
evaleval : CALCF : CALCF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT

evaleval( ( id(id(identident),), envenv ) : return ) : return env.Find(env.Find(identident))
evaleval( ( fun(fun(identident, B),, B), envenv ) : return new ) : return new abstraction(abstraction(identident, B) , B) 
evaleval( ( call(Ecall(E11, E, E22) ,) , envenv ) :) :
if eval(if eval(EE11, , envenv ) ) isis abstraction(abstraction(identident, B), B) then [then [

envenv.BeginScope.BeginScope();();
envenv.Assoc(.Assoc(identident, eval(, eval(EE22, , envenv )) ;)) ;
valval = = eval(eval(BB, , envenv ););
envenv.EndScope.EndScope(); return (); return valval; ] else ; ] else errorerror

NotaNota. O . O rresultadoesultado éé indefinidoindefinido se Ese E11 nãonão denotardenotar umauma
funfunççãoão!!
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InterpretadorInterpretador de CALCF (2)de CALCF (2)
�� AvaliaAvaliaççãoão do do programaprograma::

decl f=(fun x -> x+1) in
decl g = (fun y -> f(y)+2) in

decl x = g(2)
in x+x
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InterpretadorInterpretador de CALCF (2)de CALCF (2)
�� AvaliaAvaliaççãoão do do programaprograma::

�� eval(eval(P1P1,0) =,0) =

decl f=(fun x -> x+1) in
decl g = (fun y -> f(y)+2) in

decl x = g(2)
in x+x
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InterpretadorInterpretador de CALCF (2)de CALCF (2)
�� AvaliaAvaliaççãoão do do programaprograma::

�� eval(P1,0) =eval(P1,0) =
�� eval(eval(P2P2, [f, [f←←abs(x,x+1)]) =abs(x,x+1)]) =

decl f=(fun x -> x+1) in
decl g = (fun y -> f(y)+2) in

decl x = g(2)
in x+x
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InterpretadorInterpretador de CALCF (2)de CALCF (2)
�� AvaliaAvaliaççãoão do do programaprograma::

�� eval(P1,0) =eval(P1,0) =
�� eval(P2, [feval(P2, [f←←abs(x,x+1)]) =abs(x,x+1)]) =
�� eval(eval(P3P3, [g, [g←←abs(y,f(y)+2), fabs(y,f(y)+2), f←←abs(x,x+1) ]) =abs(x,x+1) ]) =

eval(x+xeval(x+x, [x, [x←←?, g?, g←←abs(y,f(y)+2), fabs(y,f(y)+2), f←←abs(x,x+1) ]) abs(x,x+1) ]) 
�� eval(geval(g, [g, [g←←abs(y,f(y)+2), fabs(y,f(y)+2), f←←abs(x,x+1) ])  = abs(y,f(y)+2)abs(x,x+1) ])  = abs(y,f(y)+2)
�� eval(g(2),E) = eval(g(2),E) = 

eval(f(y)+2, [yeval(f(y)+2, [y←←2, g2, g←←abs(y,f(y)+2), fabs(y,f(y)+2), f←←abs(x,x+1) ]) = abs(x,x+1) ]) = 

decl f=(fun x -> x+1) in
decl g = (fun y -> f(y)+2) in

decl x = g(2)
in x+x
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InterpretadorInterpretador de CALCF (2)de CALCF (2)
�� AvaliaAvaliaççãoão do do programaprograma::

�� eval(eval(g(2)g(2),E) = ,E) = 
eval(f(y)+2, [yeval(f(y)+2, [y←←2, g2, g←←abs(y,f(y)+2), fabs(y,f(y)+2), f←←abs(x,x+1) ]) =abs(x,x+1) ]) =
eval(x+1,[xeval(x+1,[x←←2,y2,y←←2,g2,g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x,x+1) ])+2 = abs(x,x+1) ])+2 = 
3+2 = 53+2 = 5

decl f=(fun x -> x+1) in
decl g = (fun y -> f(y)+2) in

decl x = g(2)
in x+x

LP2 2005/06 230© Luis Caires

InterpretadorInterpretador de CALCF (2)de CALCF (2)
�� AvaliaAvaliaççãoão do do programaprograma::

�� eval(g(2),E) = eval(g(2),E) = 
eval(f(y)+2, [yeval(f(y)+2, [y←←2, g2, g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x,x+1) ]) =abs(x,x+1) ]) =
eval(x+1,[xeval(x+1,[x←←2,y2,y←←2,g2,g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x,x+1) ])+2 = abs(x,x+1) ])+2 = 
3+2 = 53+2 = 5

�� eval(eval(x+xx+x, [x, [x←←5, g5, g←←abs(y,f(y)+2), fabs(y,f(y)+2), f←←abs(x,x+1) ]) = 10abs(x,x+1) ]) = 10

decl f=(fun x ←x+1) in
decl g = (fun y ← f(y)+2) in

decl x = g(2)
in x+x
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InterpretadorInterpretador de CALCF (2)de CALCF (2)
�� OutroOutro exemploexemplo::

�� E = [ E = [ gg←←abs(x,x+f(xabs(x,x+f(x)); f )); f ←← abs(y,y+xabs(y,y+x); x ); x ←←1 ]) 1 ]) 
�� eval(g(2),E) = eval(g(2),E) = 

eval(x+f(xeval(x+f(x), [x), [x←←2; g2; g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x, abs(x, y+xy+x)]) =)]) =
eval(f(xeval(f(x), [x), [x←←2; g2; g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x, abs(x, y+xy+x) ])+2 = ) ])+2 = 
eval(y+xeval(y+x, [y, [y←←2;x2;x←←2;g2;g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x, abs(x, y+xy+x) ]) + ) ]) + 

2 =2 =2+2+2 = 62+2+2 = 6
�� QualQual éé o valor o valor intuitivointuitivo destedeste programaprograma??

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in

decl g = (fun x -> x+f(x)) 
in g(2)
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InterpretadorInterpretador de CALCF (1)de CALCF (1)
�� OutroOutro exemploexemplo::

�� E = [E = [gg←←abs(x,x+f(xabs(x,x+f(x)); )); ff←←abs(y,y+xabs(y,y+x); x); x←←1 ]) 1 ]) 
�� eval(g(2),E) = eval(g(2),E) = 

eval(x+f(xeval(x+f(x), [x), [x←←2; g2; g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x,x+y)]) =abs(x,x+y)]) =
eval(f(xeval(f(x), [x), [x←←2; g2; g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x,x+y) ])+2 = abs(x,x+y) ])+2 = 
eval(y+xeval(y+x, [y, [y←←2;x2;x←←2;g2;g←←abs(y,f(y)+2),fabs(y,f(y)+2),f←←abs(x,x+y) ]) + 2 abs(x,x+y) ]) + 2 

== 2+2+2 = 62+2+2 = 6
�� O valor do O valor do programaprograma deveriadeveria ser 5 !ser 5 !

decl x=1 in
decl f = (fun y←y+x) in

decl g = (fun x←x+f(x)) 
in g(2)
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ResoluResoluççãoão dinâmicadinâmica de de nomesnomes
�� A A semânticasemântica simplificadasimplificada (2) (2) queque definimosdefinimos parapara a a 

linguagemlinguagem CALCF CALCF adoptaadopta a a ““regraregra dinâmicadinâmica”” de de resoluresoluççãoão
de de nomesnomes ((dynamic scopingdynamic scoping).).

�� Segundo Segundo estaesta regraregra, , osos valoresvalores dos dos nomesnomes nãonão locaislocais sãosão
interpretadosinterpretados no no contextocontexto dada chamadachamada dada funfunççãoão,  ,  emem vezvez
do do contextocontexto dada definidefiniççãoão..

�� HistoricamenteHistoricamente, , algumasalgumas linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão (ex: (ex: 
Lisp, JavaScript 1.0) Lisp, JavaScript 1.0) adoptaramadoptaram a a resoluresoluççãoão dinâmicadinâmica de de 
nomesnomes, , porpor ser de ser de implementaimplementaççãoão maismais simples.simples.

�� ActualmenteActualmente, , éé consideradoconsiderado um um mecanismomecanismo indesejindesejáávelvel e e 
atatéé incorrectoincorrecto ((nãonão respeitarespeita o o princprincíípiopio dada substituisubstituiççãoão), ), 
apesarapesar de de ààss vezesvezes ““dardar jeitojeito”” interpretarinterpretar nomesnomes nãonão locaislocais
no no contextocontexto dada chamadachamada ((porpor exemploexemplo: : ““hostnamehostname””). ). 
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PrincPrincíípiopio dada substitutividadesubstitutividade
�� O valor de O valor de qualquerqualquer expressãoexpressão permanecepermanece inalteradoinalterado

sempresempre queque nelanela se se substituisubstitui umauma subexpressãosubexpressão porpor outraoutra
expressãoexpressão com o com o mesmomesmo significadosignificado / valor./ valor.

�� A A semânticasemântica dada linguagemlinguagem CALCF CALCF violaviola esteeste princprincíípiopio, , poispois
osos doisdois programaprograma seguintesseguintes têmtêm valoresvalores diferentesdiferentes::
decl x=1 in

decl f = (fun y←y+x) in
decl g = (fun x←x+f(x)) 

in g(2)

decl x=1 in
decl f = (fun y←y+1) in

decl g = (fun x←x+f(x)) 
in g(2)
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ResoluResoluççãoão estestááticatica de de nomesnomes
�� TodasTodas as as linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão modernasmodernas

adoptamadoptam a a regraregra dada resoluresoluççãoão estestááticatica de de 
identificadoresidentificadores ((static scopingstatic scoping).).

�� Segundo Segundo estaesta regraregra, , osos valoresvalores dos dos identificadoresidentificadores
livreslivres queque ocorramocorram no no corpocorpo de de abstracabstracççõesões sãosão
interpretadosinterpretados no no contextocontexto emem queque as as abstracabstracççõesões
ocorremocorrem ((nana definidefiniççãoão dasdas funfunççõesões), e ), e nãonão no no 
contextocontexto dada chamadachamada..

�� Para Para implementarimplementar estaesta semânticasemântica de forma de forma 
eficienteeficiente éé necessnecessááriorio usarusar um um domdomíínionio de de 
resultadosresultados maismais ricorico, , emem queque as as funfunççõesões sãosão
representadasrepresentadas porpor entidadesentidades chamadaschamadas ““fechosfechos””..
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SemânticaSemântica de CALCF (3)de CALCF (3)
�� A (nova) A (nova) funfunççãoão semânticasemântica II de CALCF:de CALCF:

II : CALCF : CALCF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT

CALCF   = CALCF   = conjuntoconjunto dos dos programasprogramas abertosabertos
ENV        = ENV        = conjuntoconjunto dos dos ambientesambientes
RESULT = RESULT = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados ((denotadenotaççõesões))

�� ResultadosResultados: : podempodem ser um valor ser um valor inteirointeiro, um , um fechofecho
((umauma abstracabstracççãoão + um + um ambienteambiente), ), ouou um um erroerro::

RESULT = RESULT = integerinteger + + closure + errorclosure + error
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ResultadosResultados de CALCF (3)de CALCF (3)
�� TipoTipo de dados: RESULTde dados: RESULT
�� ConstrutoresConstrutores::

numnum: : integerinteger →→ RESULTRESULT
closureclosure: : string string ×× CALCF CALCF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT
errorerror:: RESULTRESULT

�� Um Um fechofecho representarepresenta umauma funfunççãoão atravatravééss do do seuseu
parâmetroparâmetro, do , do seuseu corpocorpo, e do , e do ambienteambiente queque
registaregista osos valoresvalores dos dos nomesnomes livreslivres no no seuseu corpocorpo

�� AssimAssim, , aoao contrcontrááriorio de de umauma abstracabstracççãoão, um , um fechofecho éé
efectivamenteefectivamente ““fechadofechado”” ((nãonão dependedepende de de nenhumnenhum
nomenome externoexterno))
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AmbienteAmbiente ““mutmutáávelvel””
�� Na Na prprááticatica, , éé convenienteconveniente implementarimplementar ambientesambientes

usandousando umauma estruturaestrutura de dados de dados mutmutáávelvel::
Environ Environ BeginScopeBeginScope()()
•• CriaCria um um novonovo nníívelvel vaziovazio, , ondeonde serãoserão colocadascolocadas as as 

ligaligaççõesões de um novo de um novo âmbitoâmbito local.local.
•• NãoNão podepode existirexistir maismais queque umauma ligaligaççãoão parapara um um 

mesmomesmo identificadoridentificador no no mesmomesmo nníívelvel..
Environ Environ EndScopeEndScope()()
•• Devolve o Devolve o ambienteambiente no no estadoestado anterior anterior àà úúltimaltima

operaoperaççãoão BeginScopeBeginScope()()..
•• MasMas nãonão destrdestróóii o o úúltimoltimo nníívelvel poispois podempodem existirexistir no no 

contextocontexto de de execuexecuççãoão fechosfechos queque o o referemreferem!!
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InterpretadorInterpretador de CALCF (3)de CALCF (3)
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E, , envenv) ) parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão E de CALCF:E de CALCF:

evaleval : CALCF : CALCF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT

evaleval( ( id(id(identident),), envenv ) : ) : returnreturn envenv.Find(.Find(identident))

evaleval( ( fun(fun(identident, B),, B), envenv ) : ) : returnreturn newnew closure(closure(identident, , envenv ,, B)B)
evaleval( ( call(Ecall(E11, E, E22) ,) , envenv ) :) :

ifif eval(eval(EE11, , envenv) ) isis closure(closure(identident, , envcenvc,, B)B) then [then [
envlocenvloc = = envcenvc.BeginScope.BeginScope();();
envlocenvloc.Assoc(.Assoc(identident, eval(, eval(EE22, , envenv)) ;)) ;
returnreturn eval(eval(BB, , envlocenvloc); ]); ]

else returnelse return errorerror
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões
�� ExemploExemplo: : avaliaravaliar o o seguinteseguinte programaprograma, , nana

semânticasemântica usandousando ambientesambientes e e fechosfechos..

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in

decl g = (fun x -> x+f(x)) 
in g(2)
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in
decl g = (fun x -> x+f(x)) 

in g(2)

x Æ 1E0
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in
decl g = (fun x -> x+f(x)) 

in g(2)

x Æ 1

f Æ y

y+x

E0

E1
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in
decl g = (fun x -> x+f(x)) 

in g(2)

x Æ 1

f Æ y

y+x

g Æ x

x+f(x)

E0

E1

E2

g(2)
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in
decl g = (fun x -> x+f(x)) 

in g(2)

x Æ 1

f Æ y

y+x

g Æ x

x+f(x)

x Æ 2 E3

E0

E1

E2

x+f(x)
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in
decl g = (fun x -> x+f(x)) 

in g(2)

x Æ 1

f Æ y

y+x

g Æ x

x+f(x)

x Æ 2

y Æ 2

E3

E0

E1

E2

E4

y+x

x+f(x)
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in
decl g = (fun x -> x+f(x)) 

in g(2)

x Æ 1

f Æ y

y+x

g Æ x

x+f(x)

x Æ 2

y Æ 2

E3

E0

E1

E2

E4

y+x ⇒ 3

x+f(x)
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in
decl g = (fun x -> x+f(x)) 

in g(2)

x Æ 1

f Æ y

y+x

g Æ x

x+f(x)

x Æ 2

y Æ 2

E3

E0

E1

E2

E4

y+x ⇒ 3

x+f(x) ⇒ 5
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl x=1 in
decl f = (fun y -> y+x) in
decl g = (fun x -> x+f(x)) 

in g(2)

x Æ 1

f Æ y

y+x

g Æ x

x+f(x)

x Æ 2

y Æ 2

E3

E0

E1

E2

E4

y+x ⇒ 3

x+f(x) ⇒ 5 g(2) ⇒ 5
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões
�� ExemploExemplo: : avaliaravaliar o o seguinteseguinte programaprograma, , nana

semânticasemântica usandousando ambientesambientes e e fechosfechos..

decl c = (fun f,g -> (fun x -> f(g(x)))) 
in
decl i = (fun x -> x+1) in
decl d = c(i,i)
in d(2)
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões
�� ExemploExemplo: : avaliaravaliar o o seguinteseguinte programaprograma, , nana

semânticasemântica usandousando ambientesambientes e e fechosfechos..

decl comp = (fun f,g -> (fun x -> f(g(x)))) 
in
decl inc = (fun x -> x+1) in
decl d = comp(inc,inc)
in d(2)
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl c = (fun f,g -> (fun x -> f(g(x)))) in
decl i = (fun x -> x+1) in
decl d = c(i,i) in d(2)

i Æ x

x+1

E0

E1

c Æ f,g

(fun x -> f(g(x)))

∅

c(i,i)
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl c = (fun f,g -> (fun x -> f(g(x)))) in
decl i = (fun x -> x+1) in
decl d = c(i,i) in d(2)

i Æ x

x+1

E0

E1

c Æ f,g

(fun x -> f(g(x)))

∅

c(i,i)

f Æ E2

(fun x-> f(g(x))

g Æ
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl c = (fun f,g -> (fun x -> f(g(x)))) in
decl i = (fun x -> x+1) in
decl d = c(i,i) in d(2)

i Æ

x

f(g(x))

E0

E1

c Æ f,g

(fun x -> f(g(x)))

∅

c(i,i)

f Æ E2

(fun x-> f(g(x)) ⇒

g Æ
x

x+1

LP2 2005/06 254© Luis Caires

AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl c = (fun f,g -> (fun x -> f(g(x)))) in
decl i = (fun x -> x+1) in
decl d = c(i,i) in d(2)

i Æ

x

f(g(x))

E0

E1

c Æ f,g

(fun x -> f(g(x)))

∅

c(i,i) ⇒

f Æ E2

(fun x-> f(g(x)) ⇒

g Æ
x

x+1
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

decl c = (fun f,g -> (fun x -> f(g(x)))) in
decl i = (fun x -> x+1) in
decl d = c(i,i) in d(2)

i Æ

E0

E1

c Æ f,g

(fun x -> f(g(x)))

∅

f Æ E2g Æ
x

x+1

d ÆE3 x

f(g(x))
d(2) 
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

…
in g(2)

i Æ

E0

E1

c Æ f,g

(fun x -> f(g(x)))

∅

f Æ E2g Æ
x

x+1

d ÆE3 x

f(g(x))
d(2) 

E4x Æ 2

f(g(x)) 
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AvaliaAvaliaççãoão de de FunFunççõesões

…
in g(2)

i Æ

E0

E1

c Æ f,g

(fun x -> f(g(x)))

∅

f Æ E2g Æ
x

x+1

d ÆE3 x

f(g(x))
d(2) 

E4x Æ 2

f(g(x)) 

E5x Æ 2

x+1 
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Mini Mini TesteTeste
�� QualQual o valor (se o valor (se existirexistir) ) dasdas seguintesseguintes expressõesexpressões::

–– decldecl f = (f = (funfun x x -> x+1) x+1) inin
decldecl g = (g = (funfun y y -> y(2)) y(2)) inin g(fg(f) ) endend endend

–– decldecl f = (f = (funfun x x -> x(xx(x)) )) inin f(ff(f) ) endend
�� QualQual o valor o valor dada expressãoexpressão seguinteseguinte quandoquando

avaliadaavaliada pelapela regraregra dinâmicadinâmica e e pelapela regraregra estestááticatica::
–– decldecl x=2 x=2 inin

decldecl g = (g = (funfun y y -> yy--xx) ) inin decldecl x = 4 x = 4 inin g(xg(x) ) endend endend endend
�� ConsideraConsidera queque as as duasduas expressõesexpressões seguintesseguintes têmtêm

sempresempre o o mesmomesmo valor? valor? PorquêPorquê??
–– decldecl idid = E= E11 inin EE2 2 endend
–– callcall((((funfun idid -> EE22), E), E11))
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Mini Mini TesteTeste ((solusoluççãoão))
�� ConsideraConsidera queque as as duasduas expressõesexpressões seguintesseguintes têmtêm

sempresempre o o mesmomesmo valor? valor? PorquêPorquê??
–– decldecl idid = E= E11 inin EE2 2 endend
–– ((funfun idid -> EE22) E) E11

�� TemosTemos ((aplicandoaplicando as as regrasregras de de avaliaavaliaççãoão):):
–– eval(eval(decldecl idid = E= E11 inin EE2 2 endend, , envenv) = ) = 

eval(Eeval(E22, , envenv ..Assoc(Assoc(idid, eval(E, eval(E11, , envenv ))))))

�� PorPor outrooutro ladolado::
–– eval((eval((funfun idid -> EE22), ), envenv ) = ) = closureclosure((idid, E, E22, , envenv ))

–– eval((eval((funfun idid -> EE22) E) E11, , envenv ) = ) = 
eval(Eeval(E22, , envenv.Assoc(.Assoc(idid, eval(E, eval(E11, , envenv ))))))
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AbstracAbstracççãoão FuncionalFuncional (2)(2)
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DefiniDefiniççõesões RecursivasRecursivas
�� Na Na construconstruççãoão de de declaradeclaraççãoão locallocal

decldecl idid=E=E11 inin EE2 2 endend
o o nomenome introduzidointroduzido idid nãonão éé identificadoidentificado com com 
ocorrênciasocorrências do do mesmomesmo nomenome emem EE11

�� PorPor exemploexemplo, , nana expressãoexpressão
decldecl x=1x=1 inin

decldecl x=x=xx+1 +1 inin
x+1 x+1 end end endend

a a ocorrênciaocorrência de de xx nana inicializainicializaççãoão do do segundosegundo decldecl
estestáá ligadaligada àà primeiraprimeira declaradeclaraççãoão x = 1x = 1..

�� A A segundasegunda definidefiniççãoão de de xx nãonão éé ““recursivarecursiva””! ! 
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DefiniDefiniççõesões RecursivasRecursivas
�� UmaUma definidefiniççãoão recursivarecursiva éé umauma declaradeclaraççãoão ondeonde o o 

nomenome declaradodeclarado podepode ““apareceraparecer”” dentrodentro do do corpocorpo
dada definidefiniççãoão::

declrecdeclrec Sum =Sum =
((funfun x x -> if if x=0x=0 then then 11

else else x * Sum(xx * Sum(x--1))1))
in in Sum(10)Sum(10)

�� MaisMais rigorosamenterigorosamente: : numanuma declaradeclaraççãoão recursivarecursiva o o 
nomenome declaradodeclarado tambtambéémm ligaliga as as suassuas ocorrênciasocorrências
livreslivres nana expressãoexpressão de de inicializainicializaççãoão..

�� Como Como introduzirintroduzir (e (e definirdefinir a a semânticasemântica operacionaloperacional) ) 
de de definidefiniççõesões recursivasrecursivas (de (de funfunççõesões) ?) ?
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A A LinguagemLinguagem RECFRECF
�� RECF RECF éé a a extensãoextensão dada linguagemlinguagem CALCF com CALCF com 

expressõesexpressões condicionaiscondicionais e e definidefiniççõesões recursivasrecursivas..
numnum: : integerinteger →→ RECFRECF
varvar: : stringstring →→ RECFRECF
addadd: : RECFRECF ×× RECF RECF →→ RECFRECF
......
if:if: RECFRECF ×× RECF RECF ×× RECF RECF →→ RECFRECF
declrdeclr: : stringstring ×× RECF RECF ×× RECF RECF →→ RECFRECF
funfun:: stringstring ×× RECF RECF →→ RECFRECF
callcall:: RECFRECF ×× RECF RECF →→ RECFRECF

�� Note: a Note: a construconstruççãoão decldecl nãonão existeexiste emem RECF (RECF (podepode
ser ser codificadacodificada dada forma forma apresentadaapresentada atratrááss))
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A A LinguagemLinguagem RECFRECF
�� ExemploExemplo de de programaprograma emem RECF:RECF:

declrdeclr fact = (fact = (funfun n n ←←
ifif n n thenthen n*fact(nn*fact(n--1) 1) elseelse 11

) ) inin fact(2)fact(2)

�� AbreviaturasAbreviaturas::
– decl id = E1 in E2 @ call((fun id ←E2),E1)
– E1(E2) @ call(E1, E2)
– if E1 then E1 else E3 @ if(E1, E2 , E3)
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A A LinguagemLinguagem RECFRECF
�� ExemploExemplo de de programaprograma emem RECF:RECF:

declrdeclr fact = (fact = (funfun n n ←←
ifif n n thenthen 11

elseelse n*fact(nn*fact(n--1)1)
) ) inin fact(2)fact(2)

�� QualQual o o ambienteambiente no no qualqual a a abstracabstracççãoão ((sombreadasombreada) ) 
devedeve ser ser avaliadaavaliada? Note ? Note queque::
–– fact fact éé um um nomenome livrelivre nana abstracabstracççãoão
–– AssimAssim, o , o nomenome fact fact deverdeveráá estarestar definidodefinido no no ambienteambiente

activoactivo no no momentomomento emem queque a a abstracabstracççãoão for for avaliadaavaliada
–– PorPor outrooutro ladolado, o valor a , o valor a associarassociar a a fact fact nessenesse mesmomesmo

ambienteambiente deverdeveráá ser a ser a prpróópriapria funfunççãoão
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AmbientesAmbientes CircularesCirculares
�� ExemploExemplo de de programaprograma emem RECF:RECF:

declrdeclr fact = (fact = (funfun n n ←←
ifif n n thenthen 11

elseelse n*fact(nn*fact(n--1)1)
) ) inin fact(2)fact(2)

�� As As definidefiniççõesões recursivasrecursivas introduzemintroduzem umauma
““circularidadecircularidade”” nana construconstruççãoão do do ambienteambiente::
– O ambiente E resultante da declaração de fact deverá ter

uma ligação fact ← clos(n, …, E) que associe ao nome
fact um fecho cuja componente ambiente é o próprio E

– Em geral, um ambiente E deverá pode conter ligações
entre identificadores e fechos com referências para
(partes de) o próprio ambiente E
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AmbienteAmbiente ((revisitadorevisitado))
�� AdicionamosAdicionamos aosaos ambientesambientes umauma nova nova primitivaprimitiva::

ENV ENV Update(ENVUpdate(ENV envenv, String id, Value , String id, Value valval))

–– Devolve o Devolve o mesmomesmo ambienteambiente, , masmas substituisubstitui ((porpor
alteraalteraççãoão imperativaimperativa) a ) a ligaligaççãoão existenteexistente parapara o o 
identificadoridentificador idid pelopelo valor valor valval

–– EstaEsta afectaafectaççãoão mutmutáávelvel éé importanteimportante parapara obterobter
a a circularidadecircularidade do do ambienteambiente pretendidapretendida::

–– Se o valor Se o valor valval contivercontiver umauma referênciareferência parapara o o 
ambienteambiente envenv, , esteeste passarpassaráá a a conterconter umauma ligaligaççãoão
mencionandomencionando umauma referênciareferência parapara sisi prpróóprioprio..
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AmbienteAmbiente CircularCircular
�� ExemploExemplo::

envenv = new Environment();= new Environment();

envenv
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AmbienteAmbiente CircularCircular
�� ExemploExemplo::

envenv = new Environment();= new Environment();

envenv.Assoc(.Assoc(““xx””, 2);, 2);

envenv x ← 2  
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AmbienteAmbiente CircularCircular
�� ExemploExemplo::

envenv = new Environment();= new Environment();

envenv.Assoc(.Assoc(““xx””, 2);, 2);

envenv.Assoc(.Assoc(““factfact””, null);, null);

envenv fact ← null  x ← 2  
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AmbienteAmbiente CircularCircular
�� ExemploExemplo::

envenv = new Environment();= new Environment();

envenv.Assoc(.Assoc(““xx””, 2);, 2);

envenv.Assoc(.Assoc(““factfact””, null);, null);

valval = = closure(nclosure(n, B, , B, envenv););

envenv fact ← null  x ← 2  
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AmbienteAmbiente CircularCircular
�� ExemploExemplo::

envenv = new Environment();= new Environment();

envenv.Assoc(.Assoc(““x””, 2);, 2);

envenv.Assoc(.Assoc(““fact””, null);, null);
valval = = closure(nclosure(n, B, , B, envenv););

envenv.Update(.Update(““factfact””, , valval););

DuranteDurante qualquerqualquer avaliaavaliaççãoão do do corpocorpo BB, o , o ambienteambiente vaivai
conterconter sempresempre a a definidefiniççãoão correctacorrecta de de fact fact (e de(e de xx) ) 

envenv fact ← closure(n, B,   )  x ← 2  
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AmbienteAmbiente CircularCircular
�� ContraexemploContraexemplo com com declaradeclaraççãoão nãonão recursivarecursiva

envenv = new Environment();= new Environment();
envenv.Assoc(.Assoc(““xx””, 2);, 2);
valval = = closure(nclosure(n, B, , B, envenv ););
envenv.Assoc(.Assoc(““factfact””, , valval););

AquiAqui, , durantedurante a a avaliaavaliaççãoão do do corpocorpo BB, o , o ambienteambiente
nãonão refererefere a a definidefiniççãoão de de fact fact ((apenasapenas dede xx) ) ……

envenv fact  ← closure(n, B,   )  x ← 2  
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SemânticaSemântica de RECFde RECF
�� A A funfunççãoão semânticasemântica II de RECF:de RECF:

II : RECF : RECF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT

RECF   = RECF   = conjuntoconjunto dos dos programasprogramas abertosabertos
ENV        = ENV        = conjuntoconjunto dos dos ambientesambientes vváálidoslidos
RESULT = RESULT = conjuntoconjunto dos dos significadossignificados

�� resultadosresultados: : podepode ser um valor ser um valor inteirointeiro, um , um fechofecho, , ouou
um um erroerro ((umauma abstracabstracççãoão + um + um ambienteambiente):):

RESULT = RESULT = integerinteger + + closure + errorclosure + error
�� AmbienteAmbiente associaassocia resultadosresultados a a identificadoresidentificadores
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SemânticaSemântica de RECFde RECF
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E, , envenv) ) parapara calcularcalcular a a denotadenotaççãoão

de de qualquerqualquer expressãoexpressão E de RECF:E de RECF:
evaleval : RECF : RECF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT

evaleval( ( if(Eif(E11, E, E2 2 , E, E33) ,) , envenv ) ) : : 
ifif eval(Eeval(E11, , envenv) = 0 ) = 0 then returnthen return eval(eval(EE22, , envenv))

else returnelse return eval(eval(EE33, , envenv))

evaleval( ( declr(declr(identident, E, E11, E, E22) ,) , envenv ) ) : : 

envlocenvloc= = envenv ..Assoc(Assoc(identident, NULL);, NULL);

valinitvalinit = eval(= eval(EE11, , envlocenvloc))

returnreturn eval(eval(EE22, , envlocenvloc.Update(.Update(identident, , valinitvalinit))))
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TPC (AutoTPC (Auto--TesteTeste))
�� AvalieAvalie o o programaprograma RECF RECF usandousando a a semânticasemântica

P P @@ letrecletrec fact = (fact = (funfun n n ←←
ifif n n thenthen 11

elseelse n*fact(nn*fact(n--1)1)
) ) inin fact(3)fact(3)

eval(Peval(P, , ∅∅) =) =
eval(fact(3), eval(fact(3), [ fact [ fact ←← closclos(n(n, (if , (if ……) , ) , EE11) ]) ] ) =) =

…… ? ? 

E1
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PassagemPassagem de de argumentosargumentos
�� RecordeRecorde a a semânticasemântica dada chamadachamada de de funfunççãoão

adoptadaadoptada nasnas linguagemslinguagems CALCF e RECF:CALCF e RECF:
evaleval( ( call(Ecall(E11, E, E22) ,) , envenv ) :) :

if eval(if eval(EE11, , envenv) = ) = closure(closure(identident, , envcenvc,, B)B) then [then [

envlocenvloc = = envcenvc.BeginScope.BeginScope();();
envlocenvloc.Assoc(.Assoc(identident, eval(, eval(EE22, , envenv)) ;)) ;

return return eval(eval(BB, , envlocenvloc); ] else return error); ] else return error

�� A A expressãoexpressão EE22 queque denotadenota o o argumentoargumento dada funfunççãoão
éé avaliadaavaliada antesantes dada funfunççãoão denotadadenotada pelapela
expressãoexpressão EE11 ser ser efectivamenteefectivamente aplicadaaplicada..
–– QualQual o valor o valor intuitivo/efectivointuitivo/efectivo do do programaprograma seguinteseguinte??

declrdeclr f = (f = (funfun x x ←← f(xf(x)) )) inin decldecl g = (g = (funfun y y ←← 1) 1) inin g(f(1))g(f(1))
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PassagemPassagem de valorde valor
�� QualQual o valor o valor dada expressãoexpressão seguinteseguinte ??

declrdeclr f = (f = (funfun x x ←← f(xf(x)) )) inin
declrdeclr g = (g = (funfun y y ←← 1) 1) inin g(f(2)) g(f(2)) end end endend

�� Valor de Valor de acordoacordo com a com a semânticasemântica ““declarativadeclarativa””::
–– g g éé a a funfunççãoão constanteconstante queque devolve devolve sempresempre o valor 1 o valor 1 

independentementeindependentemente do valor do do valor do argumentoargumento..
–– EntãoEntão, o valor g(f(2)) , o valor g(f(2)) deverdeveráá ser 1.ser 1.

�� Valor Valor determinadodeterminado pelapela semânticasemântica ““operacionaloperacional””::
–– A A semânticasemântica apresentadaapresentada nãonão define valor define valor parapara estaesta

expressãoexpressão, , poispois a a avaliaavaliaççãoão de f(2) de f(2) nãonão terminatermina!!

�� A A regraregra de de passagempassagem de de argumentosargumentos utilizadautilizada éé a a 
““passagempassagem de valorde valor”” ((callcall--byby--valuevalue))
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PassagemPassagem de de ““nomenome””
�� QualQual o valor o valor dada expressãoexpressão (1 (1 ouou nenhumnenhum)?)?

declrdeclr f = (f = (funfun x x ←← f(xf(x)) )) inin
declrdeclr g = (g = (funfun y y ←← 1) 1) inin g(f(2)) g(f(2)) end end endend

�� ExisteExiste um um modomodo de de avaliaavaliaççãoão queque permitepermite sempresempre
encontrarencontrar o valor o valor ““declarativodeclarativo”” dasdas expressõesexpressões..

�� ConsisteConsiste emem suspender a suspender a avaliaavaliaççãoão dos dos 
argumentosargumentos dasdas funfunççõesões atatéé aoao momentomomento emem queque
estesestes se se tornamtornam necessnecessááriosrios

�� CorrespondeCorresponde emem passarpassar a a expressãoexpressão comocomo
argumentoargumento, , emem vezvez do do seuseu resultadoresultado..

�� A A estaesta regraregra de de avaliaavaliaççãoão de de argumentosargumentos chamachama--
se se ““passagempassagem porpor nomenome”” ((callcall--byby--namename) () (CBNCBN))
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ResultadosResultados de RECF(CBN)de RECF(CBN)
�� TipoTipo de dados: RESULTde dados: RESULT
�� ConstrutoresConstrutores::

numnum: : integerinteger →→ RESULTRESULT
closureclosure: : string string ×× RECF RECF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT
suspsusp: : RECF RECF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT

�� UmaUma suspensãosuspensão representarepresenta umauma expressãoexpressão porpor
avaliaravaliar, , juntamentejuntamente com o com o ambienteambiente respectivorespectivo..

�� ÉÉ necessnecessááriorio guardarguardar nana suspensãosuspensão, , juntojunto com com 
cadacada expressãoexpressão, o , o ambienteambiente correctocorrecto, , poispois emem
geralgeral a a expressãoexpressão contcontéémm identificadoresidentificadores livreslivres..
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SemânticaSemântica de RECF (CBN)de RECF (CBN)
�� InterpretadorInterpretador parapara RECF (CBN)RECF (CBN)

evaleval : RECF : RECF ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT
evaleval( ( var(var(identident), ), envenv):):

valval = = envenv.Find(.Find(identident))
ifif valval = = susp(Bsusp(B, E, E) then return) then return eval(eval(BB, E), E)

else returnelse return valval

evaleval( ( fun(fun(identident, B), , B), envenv):): return return closure(closure(identident, B, B, , envenv))

evaleval( ( call(Ecall(E11, E, E22), ), envenv):):
ifif eval(Eeval(E11, , envenv) = ) = closure(closure(identident, B , B , , ED)ED) entãoentão
thenthen eval(Beval(B, , EDED.Assoc(.Assoc(identident, , suspsusp((EE22, , envenv) ))) ))
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AvaliaAvaliaççãoão RECF (CBN)RECF (CBN)
�� QualQual o valor (CBN) o valor (CBN) dada expressãoexpressão??

P P @@ declrdeclr f = (f = (funfun x x ←← f(xf(x)) )) inin
declrdeclr g = (g = (funfun y y ←← 1) 1) inin g(f(2)) g(f(2)) end end endend

eval(Peval(P, , ∅∅) = ) = 
eval(eval(declrdeclr g = (g = (funfun y y ←←1) 1) inin g(f(2)), g(f(2)), [f←clos(x, f(x), A1)] ) =) =
eval(g(f(2)), eval(g(f(2)), [g ← clos(y,1,A1), 

f ← clos(x, f(x), A1)] ) = ) = 
eval(1, eval(1, [y ← susp(f(2),A2), 

g ← clos(y,1,A1),
f ← clos(x, f(x), A1)] ) = 1) = 1

A2

A1
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AvaliaAvaliaççãoão RECF (CBN)RECF (CBN)
�� QualQual o valor (CBN) o valor (CBN) dada expressãoexpressão??

P P @@ declrdeclr y = 2 y = 2 inin declrdeclr f = (f = (funfun z z ←← z+yz+y) ) inin f(2+y)f(2+y)

eval(Peval(P, , ∅∅) = ) = 
evaleval( let f = (( let f = (funfun z z ←← z+yz+y) ) inin f(2+y), f(2+y), [y←2] ) = ) = 
evaleval( f(2+y), ( f(2+y), [f ← clos(z, z+y, A1), y ← 2] ) =) =
evaleval( ( z+yz+y, , [z←susp(2+y, A2),f←clos(z, z+y, A1), y←2] ) = ) = 
eval(zeval(z, , [z←susp(2+y, A2),f←clos(z, z+y, A1), y←2] )+2 =)+2 =
eval(2+y, eval(2+y, A2 )+2 = 6)+2 = 6

Note Note queque a a expressãoexpressão argumentoargumento 2+y éé avaliadaavaliada apenasapenas
quandoquando o valor do o valor do parâmetroparâmetro z se se tornatorna necessnecessááriorio!!

A1

A2
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TiposTipos FuncionaisFuncionais
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O O CCáálculolculo LambdaLambda
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A A LinguagemLinguagem CALCFCALCF
�� TipoTipo de dados: CALCFde dados: CALCF
�� ConstrutoresConstrutores::

numnum: : integerinteger →→ CALCFCALCF
varvar: : stringstring →→ CALCFCALCF
addadd: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
mulmul: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
divdiv: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
subsub: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
decldecl: : stringstring ×× CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
funfun:: stringstring ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
callcall:: CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
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A A LinguagemLinguagem CALCFCALCF
�� TipoTipo de dados: CALCFde dados: CALCF
�� ConstrutoresConstrutores::

numnum: : integerinteger →→ CALCFCALCF
varvar: : stringstring →→ CALCFCALCF
addadd: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
mulmul: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
divdiv: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
subsub: : CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
decldecl: : stringstring ×× CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
funfun:: stringstring ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF
callcall:: CALCF CALCF ×× CALCF CALCF →→ CALCFCALCF

Fragmento funcional da linguagem
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O O CCáálculolculo Lambda (Lambda (λλ--CalculusCalculus))
�� A A linguagemlinguagem funcionalfuncional minimalminimal, , permitindopermitindo a a 

definidefiniççãoão de de nomesnomes locaislocais e e funfunççõesões comocomo
entidadesentidades de de ““primeiraprimeira classeclasse””..

�� InventadaInventada porpor Alonzo Church Alonzo Church emem 1936, 1936, éé a base a base 
dos dos mecanismosmecanismos de de abstracabstracççãoão usadosusados emem todastodas
as as linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão

�� SintaxeSintaxe do do ccáálculolculo lambda:lambda:
varvar: : stringstring →→ LAMBDALAMBDA xx
absabs:: stringstring ×× LAMBDA LAMBDA →→ LAMBDALAMBDA ((λλxx.E.E))
appapp:: LAMBDA LAMBDA ×× LAMBDA LAMBDA →→ LAMBDALAMBDA (E(E11 EE22))

�� As As expressõesexpressões dada linguagemlinguagem constroemconstroem--se se ssóó com com 
varivariááveisveis ((varvar), ), aplicaaplicaççãoão ((appapp), e ), e abstracabstracççãoão ((appapp))
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Alonzo Church Alonzo Church (1903(1903--1995)1995)
TeseTese de Church:de Church:
““As As funcõesfuncões intuitivamenteintuitivamente computcomputááveisveis sãosão exactamenteexactamente
as as funfunççõesões programprogramááveisveis no no ccáálculolculo lambdalambda””..

Church Church foifoi o o orientadororientador
de de tesetese de de doutoramentodoutoramento
de Alan Turing.de Alan Turing.
JuntosJuntos, , demonstraramdemonstraram
queque o o ccáálculolculo lambdalambda
tem o tem o mesmomesmo poderpoder
computacionalcomputacional queque aa
mmááquinaquina de Turing.de Turing.
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O O CCáálculolculo LambdaLambda
�� O O ccáálculolculo lambda lambda éé computacionalmentecomputacionalmente completocompleto: : 

qualquerqualquer algoritmoalgoritmo podepode ser ser programadoprogramado no no 
ccáálculolculo lambda (lambda (usandousando codificacodificaççõesões maismais ouou
menosmenos complicadascomplicadas))

�� A A ideiaideia geralgeral consisteconsiste emem traduzirtraduzir osos mecanismosmecanismos
existentesexistentes nasnas linguagenslinguagens de de programaprogramaççãoão ((tipostipos
de dados, de dados, construconstruççõesões de de controlecontrole, , definidefiniççõesões
recursivasrecursivas) ) emem expressõesexpressões do do ccáálculolculo lambda.lambda.

�� Um Um exemploexemplo jjáá conhecidoconhecido ((definidefiniççõesões locaislocais):):

decl(id, E1, E2) @ app( abs(id, E2), E1)
decl x = E1 in E2 end @ (λx.E2) E1
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SemânticaSemântica do do CCáálculolculo λλ
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E, , envenv) ) parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão E de LAMBDA:E de LAMBDA:

evaleval : LAMBDA : LAMBDA →→ LAMBDALAMBDA

�� ResultadosResultados: : subconjuntosubconjunto de LAMBDA de LAMBDA (formas “normais”).

�� Segue a Segue a regraregra de de avaliaavaliaççãoão ““ReduReduççãoão TopoTopo--EsquerdaEsquerda””

evaleval( ( var(var(identident))) : ) : returnreturn var(var(identident))
evaleval( ( abs(abs(identident, B), B)) : ) : returnreturn abs(abs(identident, B), B)
evaleval( ( app(Eapp(E11, E, E22))) :) :

v = eval(v = eval(EE11););
ifif (v = (v = abs(abs(ident, , BB) ) thenthen

returnreturn evaleval( ( Subst(Subst(identident, B, B, , EE22)) ))
elseelse

returnreturn app(app(v, E, E22) ) ) ) 
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RegraRegra BetaBeta
��A A semânticasemântica operacionaloperacional do do ccáálculolculo lambda lambda 

podepode ser ser definidadefinida usandousando umauma úúnicanica regraregra
de de avaliaavaliaççãoão, , chamadachamada redureduççãoão betabeta..

((((λλxx.E.E11) E) E22)) = = substsubst((xx, E, E11, , EE22))

��ExemploExemplo::

((λλxx. . x x + + xx) 2 = ) 2 = subst(subst(xx, , x x + + xx, 2) = 2 + 2 = 4, 2) = 2 + 2 = 4
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DefiniDefiniççãoão dada FunFunççãoão SubstSubst

Subst(sSubst(s, , var(var(ss), E ), E ) ) @@ returnreturn E;E;

Subst(sSubst(s, , var(var(xx), E ), E ) ) @@ returnreturn var(var(xx)) /* /* casocaso x x ≠≠ ss */*/

Subst(sSubst(s, , absabs((ss, M), E, M), E) ) @@
returnreturn abs( abs( ss, M, M) );) );

Subst(sSubst(s, , absabs((xx, M), E, M), E) ) @@ /* /* casocaso x x ≠≠ ss */*/
returnreturn abs( abs( ff, , Subst(sSubst(s, , Subst(xSubst(x, , BB, , ff ),), MM));));

Subst(sSubst(s, , appapp(M(M, N), E, N), E) ) @@
returnreturn app( app( Subst(sSubst(s, , MM,,EE), ), Subst(sSubst(s, , NN,,EE));));
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DefiniDefiniççãoão dada FunFunççãoão SubstSubst

Subst(sSubst(s, , var(var(ss), E ), E ) ) @@ returnreturn E;E;

Subst(sSubst(s, , var(var(xx), E ), E ) ) @@ returnreturn var(var(xx)) /* /* casocaso x x ≠≠ ss’’ */*/

Subst(sSubst(s, , absabs((ss, B), E, B), E) ) @@
returnreturn abs( abs( ss, B, B) );) );

Subst(sSubst(s, , absabs((xx, B), E, B), E) ) @@ /* /* casocaso x x ≠≠ ss’’ */*/
returnreturn abs( abs( ff, , Subst(sSubst(s, , Subst(xSubst(x, , BB, , ff ),), EE));));

Subst(sSubst(s, , appapp(M(M, N), E, N), E) ) @@
returnreturn app( app( Subst(sSubst(s, , MM,,EE), ), Subst(sSubst(s, , NN,,EE));));

Renomeação do parâmetro x com um 
identificador fresco f, para evitar ligação
ilegal de ocorrências livres de x em E.
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ExemplosExemplos

�� evaleval ( (( (λλx.xx.x) y ) = ) y ) = evaleval ( ( subst(xsubst(x, x, y) ) = y, x, y) ) = y

�� evaleval( (( (λλx.x.λλz.(xzz.(xz)) f 2 ) = )) f 2 ) = evaleval( (( (λλz.(fz))2) = (f 2)z.(fz))2) = (f 2)

�� evaleval( (( (λλx.x.λλz.(xz.(x z)) (z)) (λλy.(zy.(z y)) 2 ) =y)) 2 ) =
evaleval( (( (λλww.((.((λλy.(zy.(z y))y))ww)) 2) =)) 2) =
evaleval( (( (λλy.(zy.(z y)) 2 ) = (z 2)y)) 2 ) = (z 2)
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PotencialPotencial de de nãonão--terminaterminaççãoão
�� ResultaResulta dada possibilidadepossibilidade de de exprimirexprimir a a autoauto--aplicaaplicaççãoão: : 

umauma funfunççãoão éé aplicadaaplicada a a elaela prpróópriapria..
ΩΩ @ @ ((λλxx.(.(xx xx))))

evaleval ((Ω ΩΩ Ω) = ) = evaleval ((λλxx.(.(xx xx)), )), Ω Ω ) = ) = 
evaleval ((subst(subst(xx, (, (xx xx), ), Ω Ω )) = )) = eval(eval(ΩΩ Ω) Ω) = = ……

evaleval ((Ω ΩΩ Ω) = ) = evaleval ((Ω ΩΩ Ω) = ) = evaleval ((Ω ΩΩ Ω) = ) = ……

�� PermitePermite exprimirexprimir construconstruççõesões com com potencialpotencial de de 
computacomputaççãoão Turing (Turing (ciclosciclos while, while, recursividaderecursividade, , ……))
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RepresentaRepresentaççãoão de de BooleanosBooleanos
�� O O tipotipo de dados de dados Boolean consisteconsiste emem doisdois valoresvalores

diferentesdiferentes truetrue e e falsefalse, , queque podempodem ser ser usadosusados parapara
seleccionarseleccionar entreentre duasduas alternativasalternativas, , usandousando a a funfunççãoão

if C then T else E
queque devedeve satisfazersatisfazer as as igualdadesigualdades seguintesseguintes::

evaleval (( if truetrue then M else E ) = eval(M)
evaleval (( if falsefalse then M else E ) = eval(E) 

�� PodemosPodemos definirdefinir::
True @@ ((λλxx. . λλyy. . xx))
FalseFalse @@ ((λλxx. . λλyy. . yy))
IfIf @@ ((λλxx. . λλyy. . λλz. (. (xx yy zz))))
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RepresentaRepresentaççãoão de de NaturaisNaturais
�� O O tipotipo de dados de dados Nat consisteconsiste numanuma constanteconstante zerozero e e 

numanuma funfunççãoão succsucc, , queque podempodem ser ser usadosusados parapara
construirconstruir qualquerqualquer valor natural.valor natural.

�� Para Para programarprogramar qualquerqualquer funfunççãoão aritmaritmééticatica, , 
precisamosprecisamos tambtambéémm de um de um predicadopredicado isZeroisZero taltal queque

evaleval ((isZeroisZero (zerozero ) ) = truetrue
evaleval ((isZeroisZero (succsucc(M) ) ) = falsefalse

�� PodemosPodemos definirdefinir ((desafiodesafio ☺☺))
zero @@
succsucc @@
isZeroisZero?? @@
AddAdd @@
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DefiniDefiniççõesões RecursivasRecursivas
�� A A recursividaderecursividade podepode ser ser expressaexpressa

internamenteinternamente porpor meiomeio do do operadoroperador Rec. . 
� Rec satisfazsatisfaz a a igualdadeigualdade semânticasemântica seguinteseguinte::

evaleval ((RRec E ) = eval( E (Rec E)  )

�� UsandoUsando esteeste operadoroperador, a , a declaradeclaraççãoão recursivarecursiva
declrdeclr f = E f = E inin B B endend

podepode ser ser expressaexpressa de forma de forma nãonão recursivarecursiva porpor
decldecl f = f = RecRec ((λλf.Ef.E) ) inin B B endend

�� DefineDefine--se se RRec emem LAMBDA (ChurchLAMBDA (Church--KleeneKleene):):
Rec @ @ ((λλf. ( (f. ( (λλx. x. λλf. f (x x)) (f. f (x x)) (λλx. x. λλf. f (x x)) )f. f (x x)) )
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SemânticaSemântica do do CCáálculolculo λλ (CBV)(CBV)
�� AlgoritmoAlgoritmo eval(Eeval(E, , envenv) ) parapara calcularcalcular o valor de o valor de umauma

expressãoexpressão E de LAMBDA:E de LAMBDA:

evaleval : LAMBDA : LAMBDA ×× ENV ENV →→ RESULTRESULT

evaleval( ( var(var(identident),), envenv ) : ) : returnreturn envenv.Find(.Find(identident))

evaleval( ( abs(abs(identident, B),, B), envenv ) : ) : returnreturn closure(closure(identident, , envenv ,, B)B)
evaleval( ( app(Eapp(E11, E, E22) ,) , envenv ) :) :

ifif eval(eval(EE11, , envenv) = ) = closure(closure(identident, , envcenvc,, B)B) then [then [
envlocenvloc = = envcenvc.BeginScope.BeginScope();();
envlocenvloc.Assoc(.Assoc(identident, eval(, eval(EE22, , envenv)) ;)) ;
returnreturn eval(eval(BB, , envlocenvloc); ]); ]

else return errorelse return error
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TiposTipos parapara o o CCáálculolculo λλ
�� AlgoritmoAlgoritmo typchktypchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem LAMBDA:LAMBDA:
typechktypechk : LAMBDA : LAMBDA ×× TENV  TENV  →→ TYPETYPE

TYPE @ { { int, Fun[TYPE,TYPE], none }}

� int éé o o tipotipo dos dos valoresvalores inteirosinteiros..
� Fun[T1, T2 ] éé o o tipotipo dasdas funfunççõesões queque, dado um , dado um argumentoargumento de de 

tipotipo T1, , sãosão garantidasgarantidas devolverdevolver um um resultadoresultado de de tipotipo T2..

PodemosPodemos abreviarabreviar Fun[T1, T2 ] porpor (T1→→ T2 ). . PorPor exemploexemplo::

(int →→ int) éé o o tipotipo dada funfunççãoão sucessorsucessor succ..

((int →→ int) →→ int) éé o o tipotipo dada funfunççãoão (λf.succ(f(2))) ..

� none éé o o ““tipotipo”” dasdas expressõesexpressões indefinidasindefinidas..
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CCáálculolculo λ λ TipificadoTipificado
�� Para Para obterobter um um algoritmoalgoritmo de de tipificatipificaççãoão simples, simples, éé

necessnecessááriorio alteraralterar a a sintaxesintaxe do do ccáálculolculo lambda, lambda, 
etiquetandoetiquetando osos parâmetrosparâmetros dasdas funfunççõesões com com tipostipos..

varvar: : stringstring →→ LAMBDALAMBDA
absabs:: stringstring ×× TYPETYPE ×× LAMBDA LAMBDA →→ LAMBDALAMBDA
appapp:: LAMBDA LAMBDA ×× LAMBDA LAMBDA →→ LAMBDALAMBDA

�� ExemplosExemplos::
λλx:x:intint. x. x
λ λ y:y:intint. . λλ f:intf:int →→ intint. . f(yf(y))
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TipificaTipificaççãoão do do CCáálculolculo λλ
�� AlgoritmoAlgoritmo typchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma

expressãoexpressão qualquerqualquer dada linguagemlinguagem Lambda:Lambda:
typchk : LAMBDA : LAMBDA ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( num(num(nn) ) , , tenvtenv) ) @@ returnreturn intint ;;
typchktypchk( ( idid(s(s)) , , tenvtenv) ) @@ returnreturn tenvtenv..FindFind(s(s) ;) ;

poderiamos ainda introduzir outros literais e tipos básicos:
typchktypchk( ( true true , , tenvtenv) ) @ @ returnreturn boolbool ;;
typchktypchk( ( false false , , tenvtenv) ) @ @ returnreturn boolbool ;;
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TipificaTipificaççãoão do do CCáálculolculo λλ
�� AlgoritmoAlgoritmo typchk parapara calcularcalcular o o tipotipo de de umauma expressãoexpressão

qualquerqualquer dada linguagemlinguagem Lambda:Lambda:
typchk : LAMBDA : LAMBDA ×× TENV TENV →→ TYPE TYPE 

typchktypchk( ( abs(abs(identident, T, B) , T, B) , , tenvtenv) ) @@
envlocenvloc = = envcenvc.BeginScope.BeginScope();();
envlocenvloc.Assoc(.Assoc(identident, , TT) ;) ;
return return ((TT →→ typchktypchk( ( BB, , envlocenvloc))))

typchktypchk( ( appapp((MM, , NN)) , , tenvtenv) ) @@
tmtm == typchktypchk( ( MM, , tenvtenv););
tntn == typchktypchk( ( NN, , tenvtenv););
ifif tmtm = (= (tntn →→ AA) ) thenthen return return A A elseelse returnreturn nonenone
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RegrasRegras de de TipificaTipificaççãoão
�� AsserAsserççõesões de de TipificaTipificaççãoão

EnvEnv [[ ExprExpr : Type   (: Type   (parapara expressõesexpressões))
EnvEnv [[ Stmt Stmt okok ((parapara comandoscomandos))

�� EnvEnv (o (o ambienteambiente))
–– RepresentaRepresenta--se se comocomo umauma listalista de de declaradeclaraççõesões dada forma forma 

idid00 : Type: Type00, , ……, , ididnn : : TypeTypenn

�� ExprExpr / Stmt/ Stmt
–– ÉÉ umauma expressãoexpressão dada sintaxesintaxe abstractaabstracta

�� TypeType
–– ÉÉ um um tipotipo ((indicaindica o o tipotipo dada expressãoexpressão ExprExpr))
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RegrasRegras de de TipificaTipificaççãoão
�� ExemplosExemplos de de tipostipos

int
string
int → int

�� ExemplosExemplos de de asserasserççõesões de de tipificatipificaççãoão vváálidaslidas::
∅ [ 1 : int
s: int [ 1+ s : int
x: int, y : int [ x + y > 1 : bool
x: Ref[int] [ while (!x<0) do x:=!x+1 end ok
y: int [ (fun x: int -> y + x ) : int → int
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RegrasRegras de de TipificaTipificaççãoão
�� UmaUma regraregra de de tipificatipificaççãoão éé umauma regraregra dada formaforma

EnvEnv00 [[ ExprExpr00 :Type:Type00 ... ... EnvEnvnn [[ ExprExprnn ::TypeTypenn
EnvEnv [[ ExprExpr :Type:Type

�� As As premissaspremissas e a e a conclusãoconclusão sãosão asserasserççõesões de de 
tipificatipificaççãoão..

�� Zero Zero ouou maismais premissaspremissas, , umauma ssóó conclusãoconclusão..
�� Um Um axiomaaxioma éé umauma regraregra semsem premissaspremissas..
�� LeituraLeitura declarativadeclarativa de de umauma regraregra: se as : se as premissaspremissas

sãosão vváálidaslidas, , entãoentão a a conclusãoconclusão tambtambéémm éé vváálidalida..
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RegrasRegras de de TipificaTipificaççãoão
�� UmaUma regraregra de de tipificatipificaççãoão éé umauma regraregra dada formaforma

EnvEnv00 [[ ExprExpr00 :Type:Type00 ... ... EnvEnvnn [[ ExprExprnn ::TypeTypenn
EnvEnv [[ ExprExpr :Type:Type

�� As As premissaspremissas e a e a conclusãoconclusão sãosão asserasserççõesões de de 
tipificatipificaççãoão..

�� Zero Zero ouou maismais premissaspremissas, , umauma ssóó conclusãoconclusão..
�� Um Um axiomaaxioma éé umauma regraregra semsem premissaspremissas..
�� LeituraLeitura declarativadeclarativa de de umauma regraregra: se as : se as premissaspremissas

sãosão vváálidaslidas, , entãoentão a a conclusãoconclusão tambtambéémm éé vváálidalida..

(conclusão)

(premissas)
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara LAMBDALAMBDA

�� RegrasRegras parapara o o CCáálculolculo Lambda Lambda tipificadotipificado

EnvEnv, , x:x:AA, , EnvEnv’’ [[ x : x : AA

EnvEnv, , x:x:AA [[ M : M : BB
EnvEnv [[ ((λλx:x:AA.M.M) : ) : (A (A → B)B)

EnvEnv [[ N : N : AA EnvEnv [[ M : M : (A (A → B)B)
EnvEnv [[ (M N) : (M N) : BB

(axioma)

(abstracção)

(aplicação)
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara LAMBDALAMBDA

�� DemonstraDemonstraççãoão de de z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:intint.(f.(f x))zx))z: : intint

z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:intint.(f.(f x))zx))z: : ??
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara LAMBDALAMBDA

�� DemonstraDemonstraççãoão de de z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:intint.(f.(f x))zx))z: : intint

z:intz:int, , f:intf:int → intint [[z:z:intint z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:AA.(f.(f x)):x)):(int(int → ?)?)

z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:intint.(f.(f x))zx))z: : intint
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara LAMBDALAMBDA

�� DemonstraDemonstraççãoão de de z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:intint.(f.(f x))zx))z: : intint

z:intz:int, , f:intf:int → intint, x: , x: intint [[(f x):(f x):??

z:intz:int, , f:intf:int → intint [[z:z:intint z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:intint.(f.(f x)):x)):(int(int → ?)?)

z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:AA.(f.(f x))zx))z: : intint
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara LAMBDALAMBDA

�� DemonstraDemonstraççãoão de de z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:intint.(f.(f x))zx))z: : intint

z:intz:int, , f:intf:int → intint, x: , x: intint [[x:x:intint z:intz:int, , f:intf:int → intint, x: , x: intint [[f:f:(int(int → intint))

z:intz:int, , f:intf:int → intint, x: , x: intint [[(f (f x):x):intint

z:intz:int, , f:intf:int → intint [[z:z:intint z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:AA.(f.(f x)):x)):(int(int → intint))

z:intz:int, , f:intf:int → intint [[((λλx:x:intint.(f.(f x))zx))z: : intint

(axioma)

(abstracção)

(aplicação)

(axioma)

(axioma)

(aplicação)
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CorrecCorrecççãoão dada TipificaTipificaççãoão
TeoremaTeorema: Para : Para todotodo o o programaprograma lambda P, selambda P, se

∅∅ [[PP : : TT
éé derivderiváávelvel, , entãoentão evaleval(P(P, , ∅∅) = v ) = v ∈∈ TT \\ { none }{ none }

�� OuOu sejaseja, se P , se P estestáá bembem tipificadotipificado, , entãoentão a a suasua
execuexecuççãoão terminatermina sempresempre, e , e semsem erroserros..

WellWell--typed programs typed programs dondon´́tt go wronggo wrong (Robin Milner)(Robin Milner)
�� Como Como todostodos osos seusseus programasprogramas terminamterminam, o , o 

ccáálculolculo lambda lambda tipificadotipificado nãonão éé TuringTuring--completocompleto..
�� ImpossImpossíívelvel tipificartipificar a autoa auto--aplicaaplicaççãoão: : nãonão éé posspossíívelvel

emem particular particular representarrepresentar o o combinadorcombinador Rec..
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SistemasSistemas de de TiposTipos (2)(2)
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A A LinguagemLinguagem CORECORE
�� ExpressõesExpressões

numnum: : integerinteger →→ EXPEXP
idid: : stringstring →→ EXPEXP
addadd: : EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
andand: : EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
eqeq: : EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
varvar: : EXP EXP →→ EXPEXP
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A A LinguagemLinguagem CORECORE
�� ExpressõesExpressões

derefderef:: EXP EXP →→ EXPEXP
dodo:: COM COM ×× EXP EXP →→ EXPEXP
decledecle: : stringstring ×× EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
funfun:: stringstring ×× EXP EXP →→ EXPEXP
procproc:: stringstring ×× COM COM →→ EXPEXP
callfcallf:: EXP EXP ×× EXP EXP →→ EXPEXP
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A A LinguagemLinguagem CORECORE
�� ComandosComandos

assignassign: : EXP EXP ×× EXP EXP →→ COMCOM
ifif: : EXP EXP ×× COM COM ×× COM COM →→ COMCOM
whilewhile: : EXP EXP ×× COM COM →→ COMCOM
declcdeclc: : stringstring ×× EXP EXP ×× COM COM →→ COMCOM
callpcallp: : EXP EXP ×× EXP EXP →→ COMCOM
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Um programa em CORECORE
declcdeclc

AcumAcum = (= (procproc r,vr,v => r := !r + v)=> r := !r + v)
inc = (inc = (procproc j => j => AcumAcum (j, 1))(j, 1))
looperlooper = (= (funfun x,fx,f =>  =>  

decledecle
i = i = varvar(0)(0)
s = s = varvar(0)(0)

in doin do
whilewhile (!i < x) (!i < x) dodo

Acum(sAcum(s, , f(!if(!i) ) ;) ) ;
inc(iinc(i))

endend
returnreturn (!s) (!s) endend

end end 
googlegoogle = (fun x => x * x)= (fun x => x * x)

inin print (looper(10,google))print (looper(10,google))
endend
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara CORECORE
�� TiposTipos ((T ))

int
bool
Ref(T ) : TipoTipo dasdas referênciasreferências queque guardamguardam valoresvalores de de tipotipo T ..

Fun(T1, T2 ,…, Tn )T : : TipoTipo dasdas funfunççõesões queque recebemrecebem nn argumentosargumentos, , 
de de tipostipos respresp. . T1, T2 ,…, Tn, e , e devolvemdevolvem um valor de um valor de tipotipo T..

Proc(T1, T2 ,…, Tn ) : : TipoTipo dos dos procedimentosprocedimentos queque recebemrecebem n n 
argumentosargumentos, de , de tipostipos respectivamenterespectivamente T1, T2 ,…, Tn. . 

�� ExemplosExemplos de de asserasserççõesões de de tipificatipificaççãoão vváálidaslidas::
x: Ref(int) [ while (!x<0) do x:=!x+1 end ok
y: int [ (fun x: int -> y + x ) : Fun(int)int
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A A LinguagemLinguagem CORECORE
�� A A fimfim de se de se poderpoder definirdefinir um um algoritmoalgoritmo de de tipificatipificaççãoão

simplessimples, e , e garantirgarantir a a propriedadepropriedade de de unicidadeunicidade do do tipotipo, , 
extendemosextendemos a a linguagemlinguagem CORE CORE etiquetandoetiquetando osos
parâmetrosparâmetros dasdas funfunççõesões e e procedimentosprocedimentos com o com o seuseu
tipotipo pretendidopretendido..

�� EtiquetamEtiquetam--se se tambtambéémm as as declaradeclaraççõesões de de modomodo a a 
facilitarfacilitar a a tipificatipificaççãoão dasdas chamadaschamadas recursivasrecursivas..
decledecle: : stringstring ×× TYPE TYPE ×× EXP EXP ×× COM COM →→ EXPEXP
declcdeclc: : stringstring ×× TYPE TYPE ×× EXP EXP ×× COM COM →→ COMCOM
funfun:: stringstring ×× TYPE TYPE ×× EXP EXP →→ EXPEXP
procproc:: stringstring ×× TYPE TYPE ×× COM COM →→ EXPEXP
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara CoreCore
�� TipificaTipificaççãoão de de expressõesexpressões ((CCáálculolculo lambda)lambda)

EnvEnv, x: , x: T, , EnvEnv’’ [[id(x(x) : ) : T

EnvEnv, , x:x:T [[ E : E : U
EnvEnv [[ ((fun x: x: T.E) : .E) : Fun(Fun(T))U

EnvEnv [[ N : N : T EnvEnv [[ M : M : Fun(Fun(T))U
EnvEnv [[ callfcallf( M, N ) : ( M, N ) : U

(axioma)

(fun)

(callf)
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara CoreCore
�� TipificaTipificaççãoão de de expressõesexpressões ((DeclaraDeclaraççõesões))

EnvEnv, , x: x: T [[ M : M : T EnvEnv, , x: x: T [[ N : N : U
EnvEnv [[ decldecl x: x: T = M = M inin N N endend : : U

�� Note Note queque parapara permitirpermitir declaradeclaraççõesões recursivasrecursivas, , 
necessitamosnecessitamos de de declarardeclarar o o tipotipo do do nomenome
introduzidointroduzido..

�� Se M Se M nãonão denotardenotar um valor um valor funcionalfuncional, , poderiamospoderiamos
omitiromitir a a declaradeclaraççãoão do do seuseu tipotipo ((porquêporquê?).?).

(decl)
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara CoreCore
�� TipificaTipificaççãoão de de expressõesexpressões ((inteirosinteiros))

EnvEnv [[ numnum(x(x) : ) : intint

EnvEnv [[ N : N : intint EnvEnv [[ M : M : intint
EnvEnv [[ add(MM, N) : , N) : intint

EnvEnv [[ N : N : intint EnvEnv [[ M : M : intint
EnvEnv [[ eq(MM, N) : , N) : boolbool

(num)

(add)

(eq)
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara CoreCore
�� TipificaTipificaççãoão de de expressõesexpressões ((booleanosbooleanos))

EnvEnv [[ truetrue : : boolbool EnvEnv [[ falsefalse : : boolbool

EnvEnv [[ N : N : boolbool EnvEnv [[ M : M : boolbool
EnvEnv [[ and(MM, N) : , N) : boolbool

EnvEnv [[ N : N : boolbool EnvEnv [[ M : M : boolbool
EnvEnv [[ eq(MM, N) : , N) : boolbool

(true) (false)

(and)

(eq)
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara CoreCore
�� TipificaTipificaççãoão de de expressõesexpressões ((referênciasreferências))

EnvEnv [[ E : E : T
EnvEnv [[ varvar(EE) : ) : Ref(Ref(T ))

EnvEnv [[E : E : Ref(Ref(T ))
EnvEnv [[ deref(EE) : ) : T

(var)

(deref)
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara CoreCore
�� RegrasRegras de de tipificatipificaççãoão parapara as as expressõesexpressões

EnvEnv [[ C ok     C ok     EnvEnv [[ E : E : U
EnvEnv [[ dodo C C returnreturn E E endend : : U

�� Note Note queque a forma a forma dada asserasserççãoão de de tipificatipificaççãoão parapara o o 
comandocomando, , nãonão indicaindica nenhumnenhum tipotipo, , masmas apenasapenas a a 
validadevalidade dada asserasserççãoão..

(do)
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SistemaSistema de de TiposTipos parapara CoreCore
�� TipificaTipificaççãoão de de comandoscomandos

EnvEnv [[ N:N:Ref(Ref(T )   )   EnvEnv [[ E:E:T
EnvEnv [[ assign(NN, E) ok, E) ok

EnvEnv [[ E:E:boolbool EnvEnv [[ C ok   C ok   EnvEnv [[ CC’’ okok
EnvEnv [[ if E E then C C else CC’’ end okok

EnvEnv [[ E:E:boolbool EnvEnv [[ C okC ok
EnvEnv [[ while E E do C C end okok

(assign)

(if)

(while)
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(callp)

SistemaSistema de de TiposTipos parapara CoreCore
�� TipificaTipificaççãoão de de comandoscomandos

EnvEnv [[ N : N : T EnvEnv [[ M : M : Proc(Proc(T))
EnvEnv [[ callpcallp( M, N ) ok ( M, N ) ok 

EnvEnv, , x: x: T [[ E : E : T EnvEnv, , x: x: T [[ C okC ok
EnvEnv [[ decldecl x:x:T = E = E inin C C endend

�� PodemosPodemos estenderestender facilmentefacilmente linguagemlinguagem CORE CORE 
com com novosnovos tipostipos primitivosprimitivos e e operaoperaççõesões associadasassociadas
((porpor exemploexemplo, strings)., strings).

(decl)
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ValoresValores ProdutoProduto
�� CorrespondemCorrespondem aosaos records dada linguagemlinguagem Pascal, Pascal, structs

dada linguagemlinguagem C, etc.C, etc.
�� Um valor de Um valor de tipotipo produtoproduto, , chamadochamado um um registoregisto, , ““agregaagrega””

vvááriosrios valoresvalores, de , de tipostipos possivelmentepossivelmente diferentesdiferentes..
�� ConstruConstruççãoão de de registosregistos

v = [ nome = “rita”, idade =1 ]
c = [ real = 0.5+0.5, imag = 2.0 ]

�� ManipulaManipulaççãoão de de registosregistos ((selecselecççãoão de campo)de campo)
v.nome = “rita”
c.real = 1.0
v.cor = ? (erro: campo não existente)
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ValoresValores ProdutoProduto
�� ExpressõesExpressões

newrecordnewrecord:: ((stringstring ×× EXP)* EXP)* →→ EXPEXP
selectfieldselectfield:: EXP EXP ×× stringstring →→ EXPEXP

�� ExemploExemplo de de usouso

decldecl p1 = [p1 = [nomenome==““AlbertAlbert””; QI=; QI=varvar(250)](250)]
inin decldecl p2 = [p2 = [nomenome==““HulkHulk””; QI=; QI=varvar(50)](50)]
inin dodo p2.QI := !(p2.QI)+2 p2.QI := !(p2.QI)+2 inin

!(p2.QI) + !(p1.QI)  !(p2.QI) + !(p1.QI)  end end endend endend
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TiposTipos ProdutoProduto
�� As As operaoperaççõesões dispondisponííveisveis sãosão a a construconstruççãoão de de 

registoregisto e a e a selecselecççãoão de campo de de campo de registoregisto..
�Tuple(id1:T1, … , idn:Tn): : TipoTipo dos dos registosregistos com com 

camposcampos id1, … , idn, de , de tipotipo T1, … , Tn..

EnvEnv [[ E : E : Tuple(id1:T1, … , idn:Tn)
EnvEnv [[ E. E. ididjj : : Tj

EnvEnv [[ EE11 : : T1 EnvEnv [[ EEnn : : Tn

EnvEnv [[[ id1= EE11, … , idn= EEnn ]: : Tuple(id1:T1, … , idn:Tn)

(record)

(select)
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TiposTipos ProdutoProduto
�� QualQual o o tipotipo dada expressãoexpressão??

decldecl c = [ c = [ succsucc = (= (funfun x x --> x+1); > x+1); locloc = var(0) ]= var(0) ]
inin c c endend

�� A A expressãoexpressão seguinteseguinte estestáá bembem tipificadatipificada??

decldecl c = [ c = [ succsucc = (= (funfun x x --> x+1); > x+1); locloc = var(0) ]= var(0) ]
inin c.c.succsucc(!c.(!c.locloc) ) endend
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ObjectosObjectos e Classese Classes
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ObjectosObjectos e Classese Classes
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ObjectosObjectos e Classese Classes
Bjarne

Stroustroup

James Gosling

Ole Dahl
Kristen Nygaard

Adele Goldberg
David Robson
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A A classeclasse Java Counter (v1)Java Counter (v1)
�� UmaUma classeclasse de de ““contadorescontadores””

class Counter {
int val;
Counter() { val = 0; }
void inc() { val = val + 1; }
int get() { return val; }

}

Counter c = new Counter();
c.inc();
c.inc();
println (c.get());
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� Um Um objectoobjecto dada classeclasse Counter, Counter, representadorepresentado nana

linguagemlinguagem CORE CORE porpor um um registoregisto ((versãoversão 1)1)
decl c = [

val = var(0);
inc = (proc _ -> val := !val + 1);
get = (fun _ -> !val) 

]
in

c.inc();
c.inc();
print (c.get());

end
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� Um Um objectoobjecto dada classeclasse Counter, Counter, representadorepresentado nana

linguagemlinguagem CORE CORE porpor um um registoregisto ((versãoversão 1).1).
decl c = [

val = var(0);
inc = (proc _ -> val := !val + 1);
get = (fun _ -> !val) 

]
in

c.inc();
c.inc();
print (c.get() + !(c.val));

end

Campo val “público”!

Os “métodos” não
podem aceder ao

campo val !
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� Um Um objectoobjecto dada classeclasse Counter, Counter, representadorepresentado nana

linguagemlinguagem CORE CORE porpor um um registoregisto ((versãoversão 2)2)
decl c =    decl

val = var(0)
in

[
inc = (proc _ -> val := !val + 1);
get = (fun _ -> !val) 

] end
in

c.inc(); c.inc();
print (c.get());

end
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� Um Um objectoobjecto dada classeclasse Counter, Counter, representadorepresentado nana

linguagemlinguagem CORE CORE porpor um um registoregisto ((versãoversão 2)2)
decl c =    decl

val = var(0)
in

[
inc = (proc _ -> val := !val + 1),
get = (fun _ -> !val) 

] end
in

c.inc(); c.inc();
print (c.get());

end

Campo val “privado”!

“métodos” definidos
no âmbito da

declaração de val
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� Um Um objectoobjecto dada classeclasse Counter, Counter, representadorepresentado nana

linguagemlinguagem CORE CORE porpor um um registoregisto ((versãoversão 2)2)
decl c =    decl

val = var(0)
in

[
inc = (proc _ -> val := !val + 1),
get = (fun _ -> !val) 

] end
in

c.inc(); c.inc();
print (c.get());

end

env1env1 val ← ref(#0)  

env2env2 c ← {  inc = pclos(∅, val := !val+1, env1env1),
get = fclos(∅, !val, env1env1) }
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� A A classeclasse Counter, Counter, representadarepresentada emem CORE CORE porpor umauma

funfunççãoão geradorageradora de de objectosobjectos ((versãoversão 1)1)
decl Counter = ( fun -> decl

val = var(0)
in
[

inc = (proc -> val := !val + 1),
get = (fun -> !val) 

] end )
in

decl c = Counter() in
c.inc(); c.inc();
print (c.get()); end

end
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A A classeclasse Java Counter (v2)Java Counter (v2)
�� UmaUma classeclasse de de ““contadorescontadores”” ::

class Counter {
int val;
Counter(n) { val = n; }
void inc() { val = val + 1; }
int get() { return val; }

}

Counter c = new Counter(0), d = new Counter(2);
c.inc();
d.inc();
println (c.get()+d.get());

Construtor com 
parâmetros
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� A A classeclasse Counter, Counter, representadarepresentada emem CORE CORE porpor umauma

funfunççãoão geradorageradora de de objectosobjectos ((versãoversão 2)2)
decl Counter = ( fun n -> decl

val = var(n)
in
[

inc = (proc -> val := !val + 1),
get = (fun -> !val) 

] end )
in

decl c = Counter(0) d = Counter(2) in
c.inc(); d.inc();
print (c.get() + d.get()); end

end
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� EmEm geralgeral, , osos mméétodostodos de um de um objectoobjecto devemdevem poderpoder

chamarchamar--se se unsuns aosaos outrosoutros recursivamenterecursivamente. . NesteNeste
exemploexemplo, , errerróóneoneo ((porquêporquê?), ?), dup chamachama inc..

decl Counter = ( fun -> decl
val = var(0)

in
[

inc = (proc -> val := !val + 1),
dup = (proc -> inc(); inc()) 

] end )
in

decl c = Counter() in
c.inc(); c.inc();
print (c.get()); end

end
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� EmEm geralgeral, , osos mméétodostodos de um de um objectoobjecto devemdevem poderpoder

chamarchamar--se se unsuns aosaos outrosoutros recursivamenterecursivamente. . NesteNeste
exemploexemplo, , dup chamachama inc..

decl Counter = ( fun -> decl
val = var(0)

in declr self = 
[
inc = (proc -> val := !val + 1),
dup = (proc -> self.inc(); self.inc()) 

] in self end
end )

in decl c = Counter() in
c.inc(); c.inc();
print (c.get()); end

end
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ObjectosObjectos emem CORECORE
�� A A solusoluççãoão consisteconsiste nana definidefiniççãoão de um de um registoregisto

recursivorecursivo.. NoteNote--se se queque as as referênciasreferências aoao ““selfself””
apenasapenas ocorremocorrem no no corpocorpo de de abstracabstracççõesões..

decl Counter = ( fun -> decl
val = var(0)

in declr self = 
[
inc = (proc -> val := !val + 1),
dup = (proc -> self.inc(); self.inc()) 

] in self end
end ) env1env1 val ← ref(#0)  

env2env2 self ← {  inc = pclos(∅, val := !val+1, env2env2),
dup = pclos(∅, self.inc();self.inc(), env2env2) }
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UmaUma sintaxesintaxe parapara ClassesClasses
�� ClassesClasses

class
id1 := E1
…
idp := Ep

methods
M1
…
Mn

end 

�� MMéétodostodos

proc id() = C
fun id() = E

�� ExemploExemplo

decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods

proc inc() = val := !val + 1 end
fun get() = !val end
proc dup() =

self.inc(); self.inc()
end

end 
in

decl o = new Counter()
in o.inc(); o.dup(); print(o.get())
end

end
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UmaUma sintaxesintaxe parapara ClassesClasses
�� ClassesClasses

class
id1 := E1
…
idp := Ep

methods
M1
…
Mn

end 

�� MMéétodostodos

proc id() = C
fun id() = E

�� ExemploExemplo

decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods

proc inc() = val := !val + 1 end
fun get() = !val end
proc dup() =

self.inc(); self.inc()
end

end 
in

decl o = new Counter()
in o.inc(); o.dup(); print(o.get())
end

end

O identificador self é
declarado implicitamente

neste âmbito

LP2 2005/06 351© Luis Caires

““CodificaCodificaççãoão”” de Classesde Classes
�� TraduTraduççãoão emem CORECORE

decldecl Counter ==
((fun =>

decl val = var(0)
in declr self = [

inc = (proc => val := !val + 1)
get = (fun => !val)
dup = (proc =>

self.inc(); self.inc() )
] in self

end))
in

decl o = Counter()
in o.inc(); o.dup(); print(o.get())

end
end

�� ExemploExemplo

decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods
proc inc() = val := !val + 1 end
fun get() = !val end
proc dup() =

self.inc(); self.inc()
end

end 
in
decl o = new Counter()
in o.inc(); o.dup(); print(o.get())

end
end
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AmbienteAmbiente emem PilhaPilha SimplesSimples
�� Os Os interpretadoresinterpretadores dasdas linguagenslinguagens estudadasestudadas

(CALCF / CORE) (CALCF / CORE) utilizamutilizam a a representarepresentaççãoão de de 
ambientesambientes conhecidaconhecida porpor ““spaghetti stackspaghetti stack””..

�� PorquêPorquê nãonão éé posspossíívelvel usarusar umauma representarepresentaççãoão de de 
ambientesambientes emem pilhapilha, , reservandoreservando espaespaççoo parapara osos
âmbitosâmbitos numanuma disciplinadisciplina estritamenteestritamente LIFO?LIFO?

�� QueQue condicondiççõesões poderiamospoderiamos imporimpor àà linguagemlinguagem
CORE CORE parapara queque estaesta pudessepudesse ser ser implementadaimplementada
usandousando um um ambienteambiente emem PilhaPilha simples?simples?

�� PoderiamPoderiam taistais condicondiççõesões ser ser verificadasverificadas porpor um um 
sistemasistema de de tipostipos? Como?? Como?
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TrabalhoTrabalho FinalFinal
�� LinguagemLinguagem de de ProgramaProgramaççãoão ((ComandosComandos))

C ::= C;C
|    decl id1=E1, …, idn=En in C end
| E := E
| E(E1,…,En)
| while E do C end
| if E then C else C end
| if E then C end
| print( E )
| println( )

LP2 2005/06 354© Luis Caires

TrabalhoTrabalho FinalFinal
�� LinguagemLinguagem de de ProgramaProgramaççãoão ((ExpressõesExpressões))

E ::= id  | num | string | true | false
| ( E ) | E+E | E-E | E*E | E/E | E%E | -E
| E and E | E or E | not E
| E>E | E>=E | E=E | E<>E |
|    var(E) | !E
| [ id1=E1, …, idn=En ]
| E.id
| fun x1,…,xn => E end
| proc x1,…,xn => C end
| if E then E else E end
| do C return E end
| readInt()
| readString()
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TrabalhoTrabalho FinalFinal
�� ComandosComandos do do interpretadorinterpretador

load “filename”;

define id = E ;

C;;

quit;
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TrabalhoTrabalho FinalFinal
�� ComandosComandos do do interpretadorinterpretador

> load “game”;;

> define prompt = 
> fun s => do print(s) return readString() end end;;

> prompt(“hello”);;
helloteste
teste

> quit;

LP2 2005/06 357© Luis Caires

TrabalhoTrabalho FinalFinal
�� TrabalhoTrabalho Base:Base:

InterpretadorInterpretador (14 (14 ValoresValores))

�� BONUS I:BONUS I:
SistemaSistema de de TiposTipos (3 (3 valoresvalores))
DesafioDesafio: : ConcepConcepççãoão e e implementaimplementaççãoão dasdas regrasregras de de 
tipificatipificaççãoão..

�� BONUS II:BONUS II:
CompiladorCompilador CIL / CLR (3 CIL / CLR (3 ValoresValores))
DesafioDesafio: : CompilaCompilaççãoão de de valoresvalores funcionaisfuncionais..

�� A + B = 20 A + B = 20 valoresvalores
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TiposTipos parapara ObjectosObjectos
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UmaUma sintaxesintaxe parapara ClassesClasses
�� ClassesClasses

class
id1 := E1
…
idp := Ep

methods
M1
…
Mn

end 

�� MMéétodostodos

proc id() = C
fun id() = E

�� ExemploExemplo

decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods

proc inc() = val := !val + 1 end
fun get() = !val end
proc dup() =

self.inc(); self.inc()
end

end 
in

decl o = new Counter()
in o.inc(); o.dup(); print(o.get())
end

end
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TiposTipos parapara ObjectosObjectos (1)(1)
�� As As úúnicasnicas operaoperaççõesões dispondisponííveisveis nosnos objectosobjectos sãosão

a a chamadachamada de de mméétodotodo (cf., (cf., selecselecççãoão de campo). de campo). 
�Obj(id1:T1, … , idn:Tn)::

TipoTipo dos dos objectosobjectos com com mméétodostodos id1, … , idn, , 
respectivamenterespectivamente dos dos tipostipos funcionaisfuncionais T1, … , Tn. . 

EnvEnv [[ E : E : Obj(id1:T1, … , idn:Tn)    Tj = Fun(U )R
EnvEnv [[ F:F:U

EnvEnv [[ E. E. ididjj (F): (F): R

(invokef)
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TiposTipos parapara ObjectosObjectos (1)(1)
�� As As úúnicasnicas operaoperaççõesões dispondisponííveisveis nosnos objectosobjectos sãosão

a a chamadachamada de de mméétodotodo (cf., (cf., selecselecççãoão de campo). de campo). 
�Obj(id1:T1, … , idn:Tn)::

TipoTipo dos dos objectosobjectos com com mméétodostodos id1, … , idn, , 
respectivamenterespectivamente dos dos tipostipos funcionaisfuncionais T1, … , Tn. . 

EnvEnv [[ E : E : Obj(id1:T1, … , idn:Tn)    Tj = Proc(U )
EnvEnv [[ F:F:U

EnvEnv [[ E. E. ididjj (F) (F) okok

(invokep)
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TiposTipos parapara ObjectosObjectos (1)(1)
�� A A úúnicanica operaoperaççõesões dispondisponíívelvel numanuma classeclasse éé a a 

instanciainstanciaççãoão de de novosnovos objectosobjectos..
�Class(id1:T1, … , idn:Tn): : TipoTipo dasdas classes classes queque

geramgeram objectosobjectos com o com o tipotipo Obj(id1:T1, … , idn:Tn)..

EnvEnv [[ E : E : Class(id1:T1, … , idn:Tn) 
EnvEnv [[ newnew E(): E(): Obj(id1:T1, … , idn:Tn)

(new)
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TiposTipos parapara Classes (1)Classes (1)
�� A A úúnicanica operaoperaççõesões dispondisponíívelvel numanuma classeclasse éé a a 

instanciainstanciaççãoão de de novosnovos objectosobjectos..
�Class(id1:T1, … , idn:Tn): : TipoTipo dasdas classes classes queque

geramgeram objectosobjectos com o com o tipotipo Obj(id1:T1, … , idn:Tn)..
EnvEnv [[ E : E : T  
EnvEnv, , v:Ref[v:Ref[T], self:], self:??, x, x11:T:T11 [[ BB11 ::R1

……
EnvEnv, , v:Ref[v:Ref[T], self:], self:??, , xxnn:T:Tnn [[ BBnn : : Rn

EnvEnv [[ classclass v := Ev := E
methodsmethods fun mfun m11(x(x11:T:T11) = ) = BB1 1 …… mmnn(x(xnn:T:Tnn) = ) = BBnn

endend: : Class(m1:Fun(T1)R1, … , mn:Fun(Tn)Rn) 
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TiposTipos parapara Classes (1)Classes (1)
�� A A úúnicanica operaoperaççõesões dispondisponíívelvel numanuma classeclasse éé a a 

instanciainstanciaççãoão de de novosnovos objectosobjectos..
�Class(id1:T1, … , idn:Tn): : TipoTipo dasdas classes classes queque

geramgeram objectosobjectos com o com o tipotipo Obj(id1:T1, … , idn:Tn)..
EnvEnv [[ E : E : T  
EnvEnv, , v:Ref[v:Ref[T], self:], self:??, x, x11:T:T11 [[ BB11 : : R1

……
EnvEnv, , v:Ref[v:Ref[T], self:], self:??, , xxnn:T:Tnn [[ BBnn : : Rn

EnvEnv [[ classclass v := Ev := E
methodsmethods funfun mm11(x(x11:T:T11) = B) = B1 1 …… mmnn(x(xnn:T:Tnn) = ) = BBnn

endend: : Class(m1:Fun(T1)R1, … , mn:Fun(Tn)Rn) 

É necessário antecipar o 
tipo de “self”, antes de 

validar o corpo dos 
métodos ! …

LP2 2005/06 365© Luis Caires

TiposTipos parapara Classes (1)Classes (1)
�� UmaUma solusoluççãoão posspossíívelvel: : etiquetaretiquetar o o tipotipo completocompleto

dos dos mméétodostodos ((parâmetrosparâmetros e e resultadoresultado):):

J J @@ (m1:Fun(T1)R1, … , mn:Fun(Tn)Rn) 
EnvEnv [[ E : E : T 
EnvEnv, , v:v:RefRef[[T], ], self:self:ObjObj((JJ), x), x11:T:T11 [[ BB11 :R:R11

……
EnvEnv, , v:v:RefRef[[T], ], self:self:ObjObj((JJ), ), xxnn:T:Tnn [[ BBnn : : RRnn

EnvEnv [[ classclass v := Ev := E
methods fun m1(x1:T1):R1=B1 … mn(xn:Tn):Rn =Bn

endend: : Class(JJ)
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TiposTipos parapara Classes (1)Classes (1)
�� UmaUma solusoluççãoão posspossíívelvel: : etiquetaretiquetar o o tipotipo completocompleto

dos dos mméétodostodos ((parâmetrosparâmetros e e resultadoresultado):):

J J @@ (m1:Fun(T1)R1, … , mn:Fun(Tn)Rn) 
EnvEnv [[ E : E : T 
EnvEnv, , v:v:RefRef[[T], ], self:self:ObjObj((JJ), x), x11:T:T11 [[ BB11 : Fun(: Fun(TT11)):R:R11

……
EnvEnv, , v:v:RefRef[[T], ], self:self:ObjObj((JJ), ), xxnn:T:Tnn [[ BBnn : : Fun(Fun(TTnn))RRnn

EnvEnv [[ classclass v := Ev := E
methods fun m1(x1:T1):R1=B1 … mn(xn:Tn):Rn =Bn

endend: : Class(JJ)

O tipo de “self” pode ser 
obtido a partir das

declarações de tipos nos
métodos.
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TiposTipos parapara Classes (1)Classes (1)
�� EstaEsta regraregra de de tipificatipificaççãoão permitepermite tipificartipificar quaisquerquaisquer

referênciasreferências aoao self. No . No entantoentanto nãonão permitepermite tipificartipificar
classes classes queque geremgerem objectosobjectos com com tipotipo recursivorecursivo. . 

decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods

proc inc() = val := !val + 1 end
fun get():int = !val end
fun equal(c:?) = (c.get() = self.get()) end

end in …
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TiposTipos parapara Classes (1)Classes (1)
�� EstaEsta regraregra de de tipificatipificaççãoão permitepermite tipificartipificar quaisquerquaisquer

referênciasreferências aoao self. No . No entantoentanto, , nãonão permitepermite tipificartipificar
classes classes queque geremgerem objectosobjectos com com tipotipo recursivorecursivo. . 

decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods

proc inc() = val := !val + 1 end
fun get():int = !val end
fun equal(c:TT) = (c.get() = self.get()) end

end in …

TT @@ Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, equal:Fun(TT)bool)

Como tipificar equal?
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TiposTipos parapara Classes e Classes e ObjectosObjectos
decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods
proc inc() = val := !val + 1 end
fun get():int = !val end
proc dup() =

self.inc(); self.inc()
end

end in …

val:Ref[int], self : Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, dup:Proc())
[self.inc() ok
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TiposTipos parapara Classes e Classes e ObjectosObjectos
decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods
proc inc() = val := !val + 1 end
fun get():int = !val end
proc dup() =

self.inc(); self.inc()
end

end in decl o = new Counter() in o.get() end

Env0 [ Counter : Class(inc:Proc(), get:Fun()int, dup:Proc())
Env1 [ new Counter():Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, dup:Proc()) 
Env1 [ o.get(): int
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SubtipificaSubtipificaççãoão (1)(1)
�� ConsidereConsidere osos tipostipos

PointPoint @@ Obj(getx:Fun()int, gety:Fun()int)
ColorPointColorPoint @@ Obj(getx:Fun()int, gety:Fun()int,

setc:Proc(C))

�� ConsidereConsidere a a declaradeclaraççãoão

decldecl norm ==
fun p:Point => sqrt(p.getx()*p.getx() + p.gety()*p.gety()) end

in
…

end
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SubtipificaSubtipificaççãoão (1)(1)
�� ConsidereConsidere osos tipostipos e e declaradeclaraççãoão

PointPoint @@ Obj(getx:Fun()int,getx:Fun()int)
ColorPointColorPoint @@ Obj(getx:Fun()int,getx:Fun()int,

setc:Proc(C))
decldecl norm ==

fun p:Point => sqrt(p.getx()*p.getx() + p.gety()*p.gety()) end
in

…
end

�� IntuitivamenteIntuitivamente, a , a funfunççãoão norm tambtambéémm podepode ser ser 
aplicadaaplicada seguramenteseguramente a a valoresvalores de de tipotipo ColorPointColorPoint..
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SubtipificaSubtipificaççãoão (1)(1)
�� PodemosPodemos observarobservar queque sempresempre queque temostemos doisdois

tipostipos de de objectoobjecto T1T1 e e T2T2 taistais queque
T1T1 @@ Obj(m1:T1, … , mn:Tn)
T2T2 @@ Obj(m1:T1, … , mn:Tn, n1:R1, … , pk:Rk)
todotodo o o objectoobjecto de de tipotipo T2T2 podepode ser ser usadousado
seguramenteseguramente emem qualquerqualquer contextocontexto ondeonde éé
““esperadoesperado”” um um objectoobjecto de de tipotipo T1T1..

�� Um Um objectoobjecto de de tipotipo ColorPointColorPoint podepode ser ser usadousado emem
vezvez de um de um objectoobjecto de de tipotipo PointPoint..

�� Os Os mméétodostodos adicionaisadicionais nãonão sãosão utilizadosutilizados, , 
podendopodendo ser ser ignoradosignorados..

�� O O tipotipo T2T2 éé maismais especespecííficofico queque T1T1 ..
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SubtipificaSubtipificaççãoão (1)(1)
�� A A relarelaççãoão ““maismais especespecííficofico queque”” éé capturadacapturada

formalmenteformalmente porpor umauma relarelaççãoão de de subtipificasubtipificaççãoão. . 
�� SempreSempre queque

T1T1 @@ Obj(m1:T1, … , mn:Tn)
T2T2 @@ Obj(m1:T1, … , mn:Tn, n1:R1, … , pk:Rk)
podemospodemos afirmarafirmar umauma asserasserççãoão de de subtipificasubtipificaççãoão
dada formaforma

T2T2 <:<: T1T1

�� PorPor exemploexemplo, a , a asserasserççãoão seguinteseguinte éé vváálidalida..
ColorPointColorPoint <: <: Point Point 
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SubtipificaSubtipificaççãoão (1)(1)
�� A A relarelaççãoão de de subtipificasubtipificaççãoão <:<: podepode ser ser definidadefinida

atravatravééss de um de um conjuntoconjunto de de regrasregras de de inferênciainferência, , 
taltal comocomo as as relarelaççõesões de de tipificatipificaççãoão jjáá estudadasestudadas..

EnvEnv [[ T <: <: T

EnvEnv [[Obj(m1:T1, … , mn:Tn, n1:R1, … , pk:Rk)
<:<: Obj(m1:T1, … , mn:Tn) 

EnvEnv [[Class(m1:T1, … , mn:Tn, n1:R1, … , pk:Rk)
<:<: Class(m1:T1, … , mn:Tn) 

(refl)

(obj)

(class)
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SubtipificaSubtipificaççãoão (1)(1)
�� A A relarelaççãoão de de subtipificasubtipificaççãoão podepode ser ser usadausada nana

relarelaççãoão de de tipificatipificaççãoão, , atravatravééss dada regraregra geralgeral
chamadachamada ““regraregra dada promopromoççãoão”” ((subsumptionsubsumption))..

EnvEnv [[ E : : T   T <: <: U
EnvEnv [[E : : U

�� UsandoUsando estaesta regraregra, , podemospodemos porpor exemploexemplo derivarderivar

EnvEnv [[ o : : ColorPointColorPoint ColorPointColorPoint <: <: Point Point 
EnvEnv [[o : : Point Point 

(subsum)

LP2 2005/06 377© Luis Caires

SubtipificaSubtipificaççãoão (1)(1)
�� AlternativamenteAlternativamente, a , a promopromoççãoão de de tipotipo podepode ser ser 

incorporadaincorporada nasnas regrasregras de de funfunççãoão e de e de mméétodotodo::

EnvEnv [[ N : N : V EnvEnv [[ M : M : Fun(Fun(T ))U     V <: <: T
EnvEnv [[ callfcallf( M, N ) : ( M, N ) : U

EnvEnv [[ E : E : Obj(id1:T1, … , idn:Tn)    Tj = Fun(U )R
EnvEnv [[ F: F: V V <: <: U

EnvEnv [[ E. E. ididjj (F): (F): R
�� Com a Com a regraregra (subcall), , éé posspossíívelvel validarvalidar a a 

chamadachamada dada funfunççãoão norm com um com um ColorPointColorPoint ..

EnvEnv’’ [[p: : ColorPointColorPoint EnvEnv’’ [[ norm::Fun(Point)intFun(Point)int
EnvEnv’’ [[norm(p) : : intint

(subcall)

(subinvokef)
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� ConsidereConsidere osos tipostipos

LookLook @@ Obj(get:Fun()PointPoint)
CellCell @@ Obj(get:Fun()PointPoint, set:Proc(PointPoint))
ColCellColCell @@ Obj(get:Fun()ColorPointColorPoint, set:Proc(ColorPointColorPoint))

�� TemosTemos certamentecertamente CellCell <:<: LookLook [[porquêporquê?]?]
�� SerSeráá queque tambtambéémm se se podepode terter ColCellColCell <:<: LookLook??

decldecl extractx ==
fun p:Look => p.get().getx() end

in
… extractx(cel) …

end

EnvEnv [[ cel : Cell
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� ConsidereConsidere osos tipostipos

LookLook @@ Obj(get:Fun()PointPoint)
CellCell @@ Obj(get:Fun()PointPoint, set:Proc(PointPoint))
ColCellColCell @@ Obj(get:Fun()ColorPointColorPoint, set:Proc(ColorPointColorPoint))

�� TemosTemos certamentecertamente CellCell <:<: LookLook [[porquêporquê?]?]
�� SerSeráá queque tambtambéémm se se podepode terter ColCellColCell <:<: LookLook??

decldecl extractx ==
fun p:Look => p.get().getx() end

in
… extractx(colcel) …

end

EnvEnv [[ colcel : ColCell
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� PodemosPodemos observarobservar queque sempresempre queque temostemos doisdois

tipostipos de de objectoobjecto T1T1 e e T2T2 taistais queque
T1T1 @@ Obj(m1:Fun(U1)T1, … , mn:Fun(Un)Tn)

T2T2 @@ Obj(m1:Fun (U1)R1, … , mn:Fun(Un)Rn)

e e Ri <:<: Ti parapara todotodo o i=1..n,o i=1..n,
todotodo o o objectoobjecto de de tipotipo T2T2 podepode ser ser usadousado
seguramenteseguramente emem qualquerqualquer contextocontexto ondeonde éé
““esperadoesperado”” um um objectoobjecto de de tipotipo T1T1 ((T2T2 <:<: T1T1).).

�� Um Um objectoobjecto de de tipotipo ColCellColCell podepode ser ser usadousado emem vezvez
de um de um objectoobjecto de de tipotipo LookLook..
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� PodePode--se se entãoentão considerarconsiderar as as regrasregras de de validavalidaççãoão

seguintesseguintes parapara objectosobjectos e classes:e classes:

U1 <: <: T1 …… Un <: <: Tn

EnvEnv [[Obj(m1:Fun(U1)U1, … , mn:Fun(Un)Un, n1:R1, … , pk:Rk)
<:<: Obj(m1:Fun(U1)T1, … , mn:Fun(Un)Tn) 

U1 <: <: T1 …… Un <: <: Tn

EnvEnv [[Class(m1:Fun(U1)U1, … , mn:Fun(Un)Un, n1:R1, … , pk:Rk)
<:<: Class(m1:Fun(U1)T1, … , mn:Fun(Un)Tn) 
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� ConsidereConsidere osos tipostipos

PutPut @@ Obj(set:Proc(PointPoint))
CellCell @@ Obj(get:Fun()PointPoint, set:Proc(PointPoint))
ColCellColCell @@ Obj(get:Fun()ColorPointColorPoint, set:Proc(ColorPointColorPoint))

�� TemosTemos certamentecertamente CellCell <:<: PutPut [[porquêporquê?]?]
�� SerSeráá queque tambtambéémm se se podepode terter ColCellColCell <:<: PutPut??

decldecl fill ==
proc c:Put => c.set(pt) end

in
… fill(cel) … cel.get().setc(red) …

end

EnvEnv [[ pt : Point

EnvEnv [[ cel : ColorCell
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� ConsidereConsidere osos tipostipos

PutPut @@ Obj(set:Proc(PointPoint))
CellCell @@ Obj(get:Fun()PointPoint, set:Proc(PointPoint))
ColCellColCell @@ Obj(get:Fun()ColorPointColorPoint, set:Proc(ColorPointColorPoint))

�� TemosTemos certamentecertamente CellCell <:<: PutPut [[porquêporquê?]?]
�� SerSeráá queque tambtambéémm se se podepode terter ColCellColCell <:<: PutPut??

decldecl fill ==
proc c:Put => c.put(pt) end

in
… fill(cel) … cel.get().setc(red) …

end

EnvEnv [[ pt : Point

EnvEnv [[ cell : ColorCell

Erro! Método indefinido
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� ConsidereConsidere osos tipostipos

PutPut @@ Obj(set:Proc(PointPoint))
ColCell1ColCell1 @@ Obj(get:Fun()PointPoint, set:Proc(ColorPointColorPoint))
ColCell2ColCell2 @@ Obj(get:Fun()ColorPointColorPoint, set:Proc(PointPoint))

�� TemosTemos certamentecertamente CellCell <:<: PutPut [[porquêporquê?]?]
�� SerSeráá queque se se podepode terter ColCell2ColCell2 <:<: ColCell1ColCell1 ??

decldecl fill ==
proc c:Colcel1 => c.set(pt) end

in
… fill(cel) … cel.get().setc(red) …

end

EnvEnv [[pt : ColorPoint

EnvEnv [[ cel : CollCel2

Ok!
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� PodemosPodemos observarobservar queque sempresempre queque temostemos doisdois

tipostipos de de objectoobjecto T1T1 e e T2T2 taistais queque
T1T1 @@ Obj(m1:Fun(U1)T1, … , mn:Fun(Un)Tn)

T2T2 @@ Obj(m1:Fun (V1)R1, … , mn:Fun(Vn)Rn)

com com Ri <:<: Ti e e U1 <:<: V1 parapara todotodo o i=1..n,o i=1..n,
todotodo o o objectoobjecto de de tipotipo T2T2 podepode ser ser usadousado
seguramenteseguramente emem qualquerqualquer contextocontexto ondeonde éé
““esperadoesperado”” um um objectoobjecto de de tipotipo T1 T1 ((T2T2 <:<: T1T1).).

�� Um Um objectoobjecto de de tipotipo PutPut podepode ser ser usadousado comocomo
argumentoargumento emem vezvez de um de um objectoobjecto de de tipotipo ColCelColCel..
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SubtipificaSubtipificaççãoão (2)(2)
�� PodePode--se se entãoentão considerarconsiderar as as regrasregras de de validavalidaççãoão

seguintesseguintes ((maismais geraisgerais) ) parapara objectosobjectos e classes:e classes:

U1 <: <: T1 …… Un <: <: Tn U1 <:<: V1 …… Un <:<: Vn

EnvEnv [[Obj(m1:Fun(V1)U1, … , mn:Fun(Vn)Un, n1:R1, … , pk:Rk)
<:<: Obj(m1:Fun(U1)T1, … , mn:Fun(Un)Tn) 

U1 <: <: T1 …… Un <: <: Tn U1 <:<: V1 …… Un <:<: Vn

EnvEnv [[Class(m1:Fun(V1)U1, … , mn:Fun(Vn)Un, n1:R1, … , pk:Rk)
<:<: Class(m1:Fun(U1)T1, … , mn:Fun(Un)Tn) 

(objsub)

(classsub)
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Co e Co e ContravariânciaContravariância
�� Os Os tipostipos funcionaisfuncionais sãosão sempresempre covariantescovariantes no no 

tipotipo do do resultadoresultado e e contravariantescontravariantes no no tipotipo dos dos 
argumentosargumentos..

U1 <: <: T1 …… Un <: <: Tn U1 <:<: V1 …… Un <:<: Vn

EnvEnv [[Obj(m1:Fun(V1)U1, … , mn:Fun(Vn)Un, n1:R1, … , pk:Rk)
<:<: Obj(m1:Fun(U1)T1, … , mn:Fun(Un)Tn) 

U1 <: <: T1 …… Un <: <: Tn U1 <:<: V1 …… Un <:<: Vn

EnvEnv [[Class(m1:Fun(V1)U1, … , mn:Fun(Vn)Un, n1:R1, … , pk:Rk)
<:<: Class(m1:Fun(U1)T1, … , mn:Fun(Un)Tn) 

(objsub)

(classsub)
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TiposTipos parapara Classes (2)Classes (2)
�� EstaEsta regraregra de de tipificatipificaççãoão permitepermite tipificartipificar quaisquerquaisquer

referênciasreferências aoao self. No . No entantoentanto, , nãonão permitepermite tipificartipificar
classes classes queque geremgerem objectosobjectos com com tipotipo recursivorecursivo. . 

decldecl Counter ==
class

val := 0 
methods

proc inc() = val := !val + 1 end
fun get():int = !val end
fun equal(c:TT) = (c.get() = self.get()) end

end in …

TT @@ Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, equal:Fun(TT)bool)

Como tipificar equal()?
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TiposTipos parapara Classes (2)Classes (2)
�� EstaEsta regraregra de de tipificatipificaççãoão permitepermite tipificartipificar quaisquerquaisquer

referênciasreferências aoao self. No . No entantoentanto, , nãonão permitepermite tipificartipificar
classes classes queque geremgerem objectosobjectos com com tipotipo recursivorecursivo

decldecl Counter ==
class

val := 0
init (c:int)

val := c
methods

proc inc() = val := !val + 1 end
fun get():int = !val end
fun clone():TT = new Counter(!val); end

end in …
TT @@ Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)

Como tipificar clone()?
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TiposTipos RecursivosRecursivos
�� Os Os tipotipo recursivosrecursivos permitempermitem especificarespecificar estruturasestruturas

de de tipostipos ““infinitasinfinitas””..

TT @ @ Obj(X )(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()X)

TT @@ Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)
Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)

Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)
Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)

Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)
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TiposTipos RecursivosRecursivos
�� Os Os tipotipo recursivosrecursivos permitempermitem especificarespecificar estruturasestruturas

de de tipostipos ““infinitasinfinitas””..

TT @ @ Obj(X )(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()X)

TT @@ Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)
Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)

Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)
Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)

Obj(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()TT)

X é uma variável de tipo: 
representa o tipo do self.
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TiposTipos RecursivosRecursivos
�� Os Os tipotipo recursivosrecursivos permitempermitem especificarespecificar estruturasestruturas

de de tipostipos ““infinitasinfinitas””..

TT @ @ Obj(X )(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()X)

Os Os tipotipo recursivosrecursivos satisfazemsatisfazem a a seguinteseguinte igualdadeigualdade
estruturalestrutural, , chamadachamada ““desdobramentodesdobramento”” ((unfolding).).

Obj(X )(idn:Tn) 77 Obj(Subst(idn:Tn, X, Obj(X )(idn:Tn)))

�� EmEm Obj(X )(idn:Tn) a a varivariáávelvel X  éé ligadaligada emem idn:Tn

� Subst(J, X, T) denotadenota a a substituisubstituiççãoão de de todastodas as as 
ocorrênciasocorrências livreslivres de de X emem J pelopelo tipotipo T. . 
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TiposTipos parapara Classes (2)Classes (2)
�� UmaUma solusoluççãoão posspossíívelvel: : etiquetaretiquetar o o tipotipo completocompleto

dos dos mméétodostodos ((parâmetrosparâmetros e e resultadoresultado), ), usandousando
tipostipos recursivosrecursivos::

JJ((Self )) @@ (m1:Fun(T1)R1, … , mn:Fun(Tn)Rn)

EnvEnv [[ E : E : T 
EnvEnv, , v:v:RefRef[[T], ], self:self:Obj(Obj(Self ))((JJ((Self ))), x), x11:T:T11 [[ BB11 : : RR11

……
EnvEnv, , v:v:RefRef[[T], ], self:self:Obj(Obj(Self ))((JJ((Self ))), ), xxnn:T:Tnn [[ BBnn : : RRnn

EnvEnv [[ classclass v := Ev := E
methods fun m1(x1:T1):R1=B1 … mn(xn:Tn):Rn =Bn

endend: : Class((Self ))(J(J(Self )))
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TiposTipos parapara Classes (2)Classes (2)
�� UsandoUsando tipostipos recursivosrecursivos, , podemospodemos tipificartipificar umauma

grandegrande classeclasse de de programasprogramas OO. . 

CType @@ Obj(Self)(inc:Proc(), get:Fun()int, clone:Fun()Self)

decldecl Counter ==
class

val := 0
init (c:int)

val := c
methods

proc inc() = val := !val + 1 end
fun get() = !val end
fun equal(c: CType) = (c.get() = self.get()) end
fun clone():CType = new Counter(!val); end

end in …
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TiposTipos parapara Classes (2)Classes (2)
�� UsandoUsando tipostipos recursivosrecursivos, , podemospodemos tipificartipificar umauma

grandegrande classeclasse de de programasprogramas OO. . 

interface CType { void inc(); int get(); CType clone()}

classclass Counter {{
private

int val = 0;
Counter (c : int) {

val = c; }
public void inc() { val = val + 1; }
public int get() { return val; }
public bool equal(c: CType) { return (c.get() = self.get()); }
public CType clone() { return new Counter(val); }

} 


